НАТАЛІЯ ПРОКОПЕНКО 
ЮРІЙ ЗАХАРІЙЧЕНКО 
НАТАЛІЯ КІНАЩУК 


Н. С. Прокопенко, Ю. О. Захарійченко, Н. Л. Кінащук 


Алгебра 


«Алгебра» 


підручник для 9 класу закладів загальної середньої освіти 


Видавництво «Ранок» 


Н. С. ПРОКОПЕНКО 
Ю. О. ЗАХАРІЙЧЕНКО 
Н. Л. КІНАЩУК 


АЛГЕБРА 


ПІДРУЧНИК ДЛЯ 9 КЛАСУ 
ЗАКЛАДІВ ЗАГАЛЬНОЇ СЕРЕДНЬОЇ ОСВІТИ 


2-ге видання, перероблене 


Рекомендовано 
Міністерством освіти і науки України 


Харків 
Видавництво «Ранок» 
2021 


ЗМІСТ 


Як працювати з підручником. .................. 6 
Повторення і систематизація навчального матеріалу. . . . 10 
Контрольна робота № 1 (діагностична) ............ 14 


РОЗДІЛ 1. НЕРІВНОСТІ 


Застосовуємо на практиці.................45.4ннннн 15 
$ 1. Числові нерівності. Доведення числових 
нерівностей „х... а.е юю юна южаюя яю 16 
Домашнє завдання ............а а. 23 
$ 2. Основні властивості числових нерівностей .......... 24 
Самостійна робота ЛМ? 1 ........................ 33 
Домашнє завдання .......... а. 34 
$ 3. Додавання та множення числових нерівностей. 
Оцінювання значення виразу ..................... 85 
Самостійна робота Л? 2 ........................ 43 
Домашнє завдання .......... а. 44 
$ 4. Нерівності з однією змінною. 
Числові проміжки .......................660н 46 
Домашнє завдання .............нннннннннн 52 
Підсумовуємо вивчене в $ 1-4........................ 54 
Контрольна робота № 2 ......................4.4а.. 55 
$ 5. Лінійні нерівності з однією змінною. 
Рівносильні нерівності ...............5555ннннн 56 
Самостійна робота Л? 3 ..............5646600н 65 
Домашнє завдання ............ннннннннннн 66 
$ 6. Об'єднання та переріз множин.................... 68 
Домашнє завдання ............4.ннннннннннн 77 
$ 7. Системи лінійних нерівностей з однією 
змінною. ааа а чання ааа ов ае аан 78 
Самостійна робота М 4 ........................ 88 
Домашнє завдання .........4..цнннннннн 90 
В'обін КЛЕЮ. гаен ова ааа жу В аал 92 
Підсумовуємо вивчене в $ 5-7........................ 94 
Контрольна робота М 3 ......................4.4.. 96 


Контрольна робота № 1, с. 14 
Контрольна робота № 2, с. 55 
Контрольна робота № 3, с. 96 


Подорож Закарпаттям, с. 22 
Напис на етикетці, с. 33 
Будівництво автозаправок, с. 44 
Раціональне харчування, с. 52 


Рентабельність перевезення 
вантажу, с. 66 


Рятувальна станція на воді, с. 76 
Феєрверк, с. 89 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Див. с. 20, 27, 31, 41, 49, 58, 
74, 87 


Графіки лінійних функцій та 
системи лінійних нерівностей 
в онлайн-сервісі Юреѕтозѕ, с. 92 


ІНТЕРНЕТ-ПОСИЛАННЯ 


Див. с. 16, 24, 42, 44, 45, 52, 
68, 66, 76, 90, 92 


Теми навчальних проєктів до 
розділу 1, с. 15 


ТО ВЕ ЗМАВТ 
Див. с. 21, 34, 39, 53, 64, ТТ, 91 


Застосовуємо на практиці.................454.4ннннн 97 


$ 8. Функція. Область визначення та область 


значень функції. Графік функції.................. 98 
Водинклікогікиєньвь кажевнвею реко ааа ж кю 105 
Домашнє завдання ..... а.а... 106 
59. Властивості функції. Нулі функції. Проміжки 
знакосталостії 5 за бек ьо КАК ане т 108 
Самостійна робота Л? 5 ....................... 115 
Домашнє завдання ..... а.а. 116 
$10. Властивості функції. Зростання та спадання функції, 
найбільше і найменше значення функції .......... 117 
Самостійна робота ЛМ? 6 ....................... 126 
Домашнє завдання ..... а... 128 
$ 11. Перетворення графіків функцій /(х) э /(х)+а, 
Аа) аа у) ена за ея 130 
Самостійна робота ЛМ? 7 ....................... 140 
Домашнє завдання ..... а.а. 142 
Підсумовуємо вивчене в $ 8-11...................... 143 
Контрольна робота М 4............................. 146 
$ 12. Квадратична функція, її графік і властивості...... 147 
Самостійна робота Л? 8 .............05666666 159 
Домашнє завдання ..... а.а. 160 
$ 13. Квадратні нерівності ....................4666-- 162 
Самостійна робота Л? 9 ....................... 178 
Домашнє завдання ..... а... 174 
Підсумовуємо вивчене в $ 12-13..................... 176 
Контрольна робота М» 5............................. 178 
$ 14. Системи двох рівнянь із двома змінними .......... 179 
Самостійна робота М? 10 ...................... 190 
Домашнє завдання ..... а.а. 191 
$ 15. Система двох рівнянь із двома змінними 
як математична модель прикладної задачі. ........ 193 
Самостійна робота М? 11 ...................... 208 
Домашнє завдання ...........аааааа а... 204 
В'ООиН КЛІК, оен ен оар а оер НЕ 206 
Підсумовуємо вивчене в $ 14—15 ..................... 208 


Контрольна робота № 6............................. 210 


Контрольна робота № 4, с. 146 
Контрольна робота № 5, с 178 
Контрольна робота № 6, с. 210 


Вантажоперевезення, с. 106 
Політ на гелікоптері, с. 114 
Гоночний автомобіль, с. 127 
Зйомка дикої природи з ква- 
дрокоптера, с. 141 
Історичний фільм, с. 160 
Моделі прогнозування, с. 174 
Туристські маршрути, с. 191 
Вступні іспити, с. 202 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 
Див. с. 102, 113, 155, 205 


Графіки функцій у сервісі 
Сооєїе, с. 105 

Графіки функцій, системи рів- 
нянь і нерівностей в онлайн- 
сервісі Оеѕтоѕ, с. 206 


ІНТЕРНЕТ-ПОСИЛАННЯ 
Див. с. 196, 198, 204, 206 


Теми навчальних проєктів до 
розділу 2, с. 97 


ТО ВЕ 5МАВТ 


Див. с. 107, 116, 129, 142, 161, 
175, 192, 205 


Застосовуємо на практиці. ............ 0...0... 211 
$ 16. Числові послідовності. Способи задання 
послідовностей ; з сое ене е аа ра 212 
Домашнє завдання ...........аа а. 221 
$ 17. Арифметична прогресія, її властивості. 
Формула п-го члена арифметичної прогресії ....... 228 
Самостійна робота Л? 12 ...................... 284 
Домашнє завдання ...........а а. 286 
$ 18. Сума перших п членів арифметичної прогресії ..... 288 
Самостійна робота Л? 13 ...................... 245 
Домашнє завдання ...........а а. 246 
$ 19. Геометрична прогресія, її властивості. 
Формула п-го члена геометричної прогресії ........ 248 
Самостійна робота Л? 14 ...................... 258 
Домашнє завдання ...........а а. 259 
5 20. Сума перших п членів геометричної прогресії ...... 261 
Самостійна робота М? 15 ...................... 269 
Домашнє завдання ............... нн 210 
ВОНО НИ пора бла у е отте 212 
Підсумовуємо вивчене в $ 16-20..................... 214 
Контрольна робота № 7............................. 216 


Контрольна робота № Т, с. 276 


Трейлер до нового фільму, с. 221 


Дзвінки у роумінгу, с. 285 
Податок на прибуток, с. 244 
Населення міста, с. 259 
Стрибки з парашутом, с. 269 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 
Див. с. 218, 220, 234, 243, 256, 


мо 
(е) 
оо 


Розв'язування задач на ариф- 
метичні та геометричні про- 
гресії за допомогою програми 
М Ехсеї, с. 272 


ІНТЕРНЕТ-ПОСИЛАННЯ 
Див. с. 257 


Теми навчальних проєктів 
до розділу 3, с. 211 


ТО ВЕ ЗМАВТ 


Див. с. 221, 231, 232, 245, 247, 
260, 268 


РОЗДІЛ 4. ОСНОВИ КОМБІНАТОРИКИ, ТЕОРІЇ 
ЙМОВІРНОСТЕЙ ТА СТАТИСТИКИ 


Застосовуємо на практиці. .......................... 27 
$ 21. Початкові відомості про статистику. 

Способи подання даних та їх обробки ............. 278 

Самостійна робота Л? 16 ...................... 296 

Домашнє завдання ............ааа0000... 297 
5 22. Основи комбінаторики. Основні правила 

комбінаторики... ..... а... 800 

Домашнє завдання ..... 0...0. 314 
5 23. Основи теорії ймовірностей. 

Частота та ймовірність випадкової події........... 318 

Самостійна робота М? 17 ...............666664- 835 

Домашнє завдання ..... 0...0. 836 
Підсумовуємо вивчене в $ 21—28 ..................... 888 
Контрольна робота № 8 ............................ 889 

ПОВТОРЕННЯ НАВЧАЛЬНОГО МАТЕРІАЛУ 

1. Нерівності; ахаа оаа ае на нок ржа 841 
2. Квадратична функція ......................-- 341 
3. Числові послідовності ........................-.. 343 
4. Основи комбінаторики, теорії ймовірностей 

та статистики а.з чною А В Є 848 
Контрольна робота (підсумкова) ..................... 844 
Відповіді до завдань. ............ а... 846 
Алфавітний покажчик. ..............4553нннннннн 851 


Ц Інтернет- 
[а]; [8] Е отима 
за ОВ-кодом 
або посиланням 
тпк.сот.иа/100739 


Контрольна робота № 8, с. 339 


Контрольна робота 
(підсумкова), с. 344 


Власне дослідження, с. 297 


Подорож Київ — Токіо, с. 312 
Вибір стратегії, с. 334 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 
Див. с. 291, 315, 387 


Інтерактивне опитування, с. 278 
Сайти, які містять різноманітні 
дані світової статистики, с. 282 
Спеціалізовані пакети для ста- 
тистичної обробки даних, с. 299 


Теми навчальних проєктів до 
розділу 4, с. 277 


ТО ВЕЗМАВТ 
Див. с. 299, 315, 336 


ЯК ПРАЦЮВАТИ З ПІДРУЧНИКОМ 


Шановні дев'ятикласники й дев'ятикласниці! 
Ви рушаєте в подорож захопливим світом алгебри. Вашим надійним помічни- 
ком буде підручник, який ви тримаєте в руках. Зорієнтуватися в його змісті вам до- 
поможуть різноманітні рубрики, з якими вас ознайомить невеличкий дороговказ. 
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Ви порівнювали натуральні, раціональні, дійсні числа та застосовували ці знання 
594 для порівняння геометричних та фізичних величин 


Ви дізнаєтеся про новий спосіб порівняння чисел та зробите перші кроки 
СЬОГОДНІ в доведенні нерівностей 


Р Ви зможете записувати математичною мовою «більше — менше», «тепліше — 
ЗАВЖДИ 


Чи відомо вам! Цікава інформація 
про історію та сучасність 


холодніше», «дорожче — дешевше», «швидше — повільніше» тощо 


Й АКТУАЛЬНА ЗАДАЧА СД 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Благодійний фонд виділив на створення дитячих спортивних 
майданчиків 200000 грошових одиниць (далі — г. о.). Яку най- 
більшу кількість майданчиків за ціною 12 000 г. о. можна побу- 
дувати за ці кошти? 

Розв'язання 

Створимо математичну модель задачі. Якщо позначити кіль- 
кість майданчиків через п, то їх вартість становитиме (12 000-п) г. о. 


Ви вже вмісте порівнювати між собою натуральні числа, цілі 
числа, десяткові дроби тощо (тобто дійсні числа), використовуючи. 
певні правила. У цьому параграфі ви познайомитеся з методом 
порівняння чисел і виразів, який має назву метод різниці. 


з й ВЕ Розглянемо приклади, наведені в таблиці. Для кожної пра- нна 
Щороку в межак соціального | Щоб сума коштів на побудову майданчиків була меншою ніж вильної нерівності та рівності знайдемо різницю чисел, розташова- 
проекту «Клич друзів — граймо 15:90865 РЕКОНРОТАВРУМОНЕ ПА з них у лівій і правій частинах, та порівняємо цю різницю з нулем. ЧИВІДОМО ВАМ? 
разомі» Фонд Кличко прово- Кількість майданчиків є натуральним числом. Найбільшим на- = Знаки відношень першими по- 
дить конкурс на встановлення | "Уральним значенням п, яке задовольняє умову 12000-п <200000, Нерівність Різниця лівої Порівняння різниці чали використовувати англій- 
сучасного спортивного май- | © П716- Отже, на виділені кошти можна побудувати 16 майданчиків. або рівність та правої частин з нулем ські математики: 
данчика. Кожен учень може Запис 12000.л «200000 відрізняється від відомого вам за- Еа | знаки козі «с» -- Томас 
позмагатися за свою школу, | шису 12000-1- 200000 тим, що замість знака «=» використано й ртт Гарріот (1560-1621); 
заповнивши анкету на сайті: знак «<». 1255 12-5-7 е раза знаки оз Раберт Рекорд 
ту ійзеНкоїоипаайіопьогу м м (бл. 1510-1587). 
ГОЛОВНА ІДЕЯ г) ат«60 41-60--13 -18«0, різниця чиоел » Окрім знаків нерівностей, вам 
ы | мепша від нуля відомий знак «+» (не дорів- 


Два вирази, які з'єднані між собою знаками «>», «<», «>»; 


«<», називають нерівностями. У 9- 
Ф СЛІД ЗНАТИ = Нерівності, у яких обидві частини є числовими виразами, Н 


називають числовими нерівностями. 


нює). Запис а» означає, 


0-0, різниця чисел 
нано що а<Ь або а>Ь. 


Чи помітили ви залежність між значенням шуканої різниці 
та знаками «>», «< », «=»? Залежно від знака різниці роблять 
висновок про результат порівняння чисел. 


Числові нерівності бувають: 
КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 0 ці на 


числова нерівність 
знаки «>», «<», «2», «Є» 
метод різниці 


правильними (істинними), наприклад: -2>-4; 


Означення. Число а вважають більшим за число Б, якщо різ- 


ниця аЬ є додатним числом. Число а вважають меншим від ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! | 


Я СЛІД ЗНАТИ! 
Дл 


я двох чисел а Ї Б викону- 
ється лише одне зі співвідно- | 
шень: або а>Ь, або а<Ь, | 
або а=Ь. 


• неправильними (хибними), наприклад: -2>1; 


А - | з 
: з строгі та нестрогі | РОЗМИНКА 1 а н 
нерівності | числа Б, якщо різниця а-Ь є від'ємним числом. 
є правильні та неправильні Ө укажіть серед наведених числових нерівностей правильні: и — = 
нерівності 


2505) 248 «82. 


е знов 
1) 25531 2) 684-858) КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ 


Якщо а>Ь, то а-Ь»0, і навпаки, якщо а-Ь»0, то а». 


Якщо а<Ь, то а-Ь«0, і навпаки, якщо а-ь«0, то а<Ь. 


Слід знати: основні форму- Головна ідея: 
ли, пояснення, зауваження, основний 

які потрібно враховувати під теоретичний 
час виконання вправ матеріал 


що а-6=0, то а=Ь. 


Для порівняння двох чисел а і Б досить утворити різницю а- 
і з'ясувати, яким числом вона є: додатним, від'ємним чи нулем. 
Такий метод порівняння називають методом різниці. 


Алгоритм порівняння чисел а і Б методом різниці 
1. Утворити різницю а -Ь. 


2. Визначити знак різниці аЬ. 


3. Зробити висновок: якщо а-Ь>0, то а>Ь; 
зно б абуломяв; можна визначати знак різниці 


якщо а-6=0, то а=6. аЬ або знак різниці Ьа. 


я | 


Ключовий момент: коментарі, 
на які слід звернути увагу 


Г аср Запам'ятайте: основні означення, 
2, 
ПЕРЕРВАНАЦТОЦКУ Фетеснуємося правила, твердження, теореми 


1. Чи зможете а секунд | @ Доведіть нерівність, якщо х — довільне дійсне число: . ПРА АРСР РОН ДАЧ РА ВРРРРНОЦРИНЕРНИА ЗРРИРРИРРИРНИМ 
визначити, який дріб більший: 
е 1) х2+9265; 2) х? +25>10х; 3) 4х2 219х-9; 4)16х° >8х-1. 
4 6 8 ? 
сіно Доведіть, що: 
5) квадрат суми двох довільних дійсних чисел не менший від 


їх добутку, помноженого на 4; 


Алгоритми виконання 
математичних дій 


2. У заданому виразі розставте 
| дужки так, щоб отримати число 
не менше від 50: 


6) сума квадратів двох довільних дійсних чисел не менша від 
їх добутку, помноженого на -2. 


2:2-8:38-4:4-5:5. 


Доведіть нерівність, якщо х і у — довільні дійсні числа: 


т) хбзуб 22х33; 8) ху зах'у". 
ПРИГАДАЙТЕ! 
20 передне арифме- знання» П Тренуємося: вправи, що містять 8 завдань 
2 К РІ Доведіть нерівність 277.» /аб, якщо аі — невід'ємні дійсні Е р І П 


тичне двох чисел а ї чної 


диференційованих за рівнем навчальних 
досягнень: завдання 1 і 2 -- початковий 
рівень; 3 і 4 — середній; 5 і 6 — достатній; 
7 18 -- високий 


Доведення 


Крок Зміст ді 


: ки пр сафи 
Ї КРОК 1 | Запишемо різницю лівої та правої ча 7 
стин нерівності. 2 


виковаємо перетворення -- паёдёмо | 229...јар 840-8080 
КРОК 2 числові вирази до спільного знаменни: | ? 2 
ка і застосуємо в чисельнику формулу | (Ма) -ааЧь(Ль) | (Ма М 
квадрата різниці. зма 
е е Ж коня ' 
(2) Приклади з покроковим розв'язанням, 


КРОК З Проаналізуємо знак отриманого число- (мам), >0, 2»0, тому >0, 
2 


зго виразу. Ия докладним поясненням і записом 
С арома Зробимо висновок: різниця додатна, |, розв'язання 


М і +Ь 
отже, ліва частина нерівності не менша => > ав, якщо а?0, 20 
від правої. Нерівність доведено. ГЕ 


Зверніть увагу: вираз Б називають середнім геометричним двох чисел а і В. 


Дороговказ 


Інтелектуальний фітнес: 
система різнорівневих вправ 
зростаючої складності 


1) т-в=-2,3; 
2) в-т-о0; 


3) т-к-2-4Б; 


ІНТЕЛЕКТУАЛЬНИЙ ФІТНЕС 


Ө порівняйте, якщо можливо, числа т і і, якщо: 


аў 10 А, 
з ї 


5) ті-ної ітавест 


6) (тв) -19. 


Ө доведіть нерівність, якщо т — довільне дійсне число: 
1) т(т-4)2-4; 
2) т(т+8)+16>0; 


3) (т-3)(т-5)» т(т-2)-17; 
4) 2т(2т+1)+10>-2т; 


5) (4-т)(т+4) «(т -1)(т--3)-Зт? -бт-н 40; 
6) Зт(3т-5)+9т >18. 


ом різниці: 


ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


Г Виділення квадрата двочлена: : 


22+2х+38=(х+1)+2 Ф 


ни! 


ТО ВЕ 5МАВТ 


Радимо прочитати 
книжку Шона Кові «7 звичок ви- 
сокоефективних підлітків». 


Зверніть увагу: 
коментарі, пояс- 
нення, зауваження 


То Бе ѕтагї: інфор- 
мація про цікаві 
книжки, курси, 


Георг Кантор (нім. беогу 
Сапіог; 1845-1918) — німець- 
кий математик, засновник те- 
орії множин, яка спричинила 
загальний перегляд логічних 
основ математики і вплинула на 
всю її сучасну структуру. 


Кантор увів поняття взаємно 
однозначної відповідності між 
елементами множин, дав озна- 
чення нескінченної та цілком 
упорядкованої множин, довів, 
що дійсних чисел більше, ніж 


натуральних. 
ЗАДАЧА «РЯТУВАЛЬНА СТАНЦІЯ НА ВОДІ» 

Між двома мостами А і В, розташованими на відстані 5 км 
один від одного, планують розмістити на воді рятувальну стан- 
цію С (рис. 18). На ділянці річки між мостами через 1 кы розо МР 

МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ ташовано буї (їх позначено точками). 
Р Міст А Міст В 
ті 
. . о що 
е 
Рис. 13 


ТУ надзвичайних ситуаціях пер- 

1 шими на місці лиха опиняються 
рятувальники. Вони здійснюють 
рятувальні роботи, допома- 
гають постраждалим людям, 
надають першу медичну до- 
помогу — виконують важку та 
відповідальну роботу. 
Отримати професію рятуваль- 
ника можна в Національному 
університеті цивільного захисту 
України: писги.еаи.ца/икг/ 


ЗАВДАННЯ 13 ЗІРКОЮ . 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. й 


1) Перерізом проміжків (-15;5) і (10:15) є порожня множина. 

2) Об'єднанням проміжків (1) і (-2;5) є проміжок (-2;5). 

3) Якщо 3<-х<5, то -5<х<-3. 

4) Найбільше ціле число, яке належить проміжку | -2;8), до- 
рівнює 8. 

5) На рис. 12 зображено графік лінійної функції у= /(х). 
Якщо 0</(х)<1, то -3<х<0. 


МАТН РОВ ШЕЕ 


1 Перенесіть рисунок у зошит. 


2 Зафарбуйте ділянку можливого розташування рятувальної 
станції, якщо вона має перебувати на відстані: 
1 


2) не меншій ніж З км від моста В; 


не меншій ніж 2 км від моста А; 


3) не більшій ніж 4 км від моста А; 

4) не меншій ніж 1 км від моста А і не більшій ніж З км від 
моста В; 

5) не більшій ніж З км від моста А і не більшій ніж 3 км 
від моста В. 


Майбутня професія: корисна інформація 
щодо вибору професії 


Знаю, вмію, можу: самостійні роботи 
для самоконтролю та підготовки до ДПА 


Б 


-8<1-у<4 Е 


4 ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 
САМОСТІЙНА РОБОТА Ме 1 роботи 


1) Укажіть нерівність, що є правильною, якщо 


Б в Ії 


я е Рі 7 Значення виразу більше за нуль | 
{ т+120, 2т20 ті20 т-1<0. при всіх дійсних значеннях а 
2 Оцініть значення виразу 2х, якщо -4<х<6. Е) Значення виразу менша від нуля 
Ёй Я АВА А при всіх дійсних значеннях а 
А 5 8 б з ||| Значення виразу дорівнює нулю 
вадх«18  -2«9х«3 | -д«дх«8 | -6«9х«4 при всіх дійсних значеннях а 
3 Відомо, що -3 «у «9. Оцініть значення ви- А 4а+(а-2)? -а?-4 
разу 1-у 
е но иона Е а(а+4)-а?+2 
А -2<1-у<10 В -4<1-у<8 
В в 4а+а? -(а+2) 
=9<1-у<3 : 


4 Укажіть нерівність, яка є правильною при 
всіх дійсних значеннях с. 


Б в Б 


А і 
-4зс-8 с-2>с-1 З+е>4+е 2+с>1+с 
5 Галина завжди прибирає свою кімнату не 


менше ніж за 30 хв. Учора дівчина впорала- 


095 готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 


6 Установіть відповідність між тверджен- 
ням (1-3) та виразом (А-Г), для якого це 
твердження є правильним. 


го а(а-4)+4а+2 


7 Підлога хореографічного залу має форму ква- 
драта. Довжина Б сторони цього квадрата за" 
довольняє нерівність 19,54 «20,1 (у м). 


1) Оцініть периметр цього квадрата (у м). 


2) Оцініть периметр підлоги іншого хорео- 
графічного залу квадратної форми (у м), 
сторона якого утричі більша. 


+64 
8) Доведіть нерівність узами, якщо 


хаб. 


4) -а2у-(-15) 4-39, якщо у>2; 
5 а якщо а<108; 


6) 52-04, якщо а«-0,4. 


Це відомий бестселер, пере- 
кладений більш ніж 20 мовами. 
Автор визначає 7 звичок як ба: 
зові принципи, що правлять сві- 
том, і говорить: «Житимеш згід- 
но з ними — будеш на висоті». 


про 


єкти тощо 


Завдання із зіркою: вправи на аналіз, узагаль- 
нення та систематизацію отриманих знань 


Маћ ог їе: задачі на створення математич- 
них моделей до ситуацій із реального життя 


Домашнє завдання з посиланням на відповідні 
приклади в параграфі 


Ө З'ясуйте, правильною чи неправильною є нерівність: 
1) 9-13»0; 2) 14-3а<15-3а (а — довільне дійсне число). 
Доведіть нерівність, якщо х — довільне дійсне число: 
3) 4(х—3)<3(х+1)+х; 4) (х-з)»-х(6-х). 
Ө) доведіть нерівність, якщо х — довільне дійсне число: 
1) х2+4>45; 2) 9х? >12х-4. 


3) Доведіть, що квадрат різниці двох довільних дійсних чисел 
не менший від їх добутку, помноженого на -4. 


4) Доведіть нерівність х' у! 22х'у", якщо хі у — довільні 
дійсні числа. 


Ө Доведіть нерівність, якщо а і -- невід'ємні дійсні числа: 


1) аз9264а; з) 2+4 аб; 
4 
2) шт» Ба; а В ов, 


(4) Два юнаки купили для дівчат однакову кількість квітів. Пер- 
ший юнак усі квіти купив за ціною 25 грн. Другий юнак 
половину квітів купив за ціною 20 гри, а решту квітів — 
за ціною 28 гри. Який із юнаків витратив більше коштів? 


Бонусні завдання 
Ө Доведіть нерівність: 

1) ху? -Аха10у- 2920; 
© Яка з рівностей є правильною — перша чи друга? 


т 18-77] АТ; 2) 8-7 247 3. 


2) а? +202 +с? -26(а+с)>0. 


Ф ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Знайдіть усі цілі числа х, для яких є правильною нерівність: 


1) 3<х<7; зу 14548; 5) -18<3х<-8; 


2) 4«х«ї; 4) 4<2х<10; 


Єдиний спосіб, який з успіхом може бути застосова- 
ний у природничих науках, полягає в спостереженні фак- 
тів і в підпорядкуванні спостережень обчисленням. 


6) аа <0. 
З 


Огюстен Луї Коші 


Са | 


ИТИ С 


С ааз С) 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
У 


За теоремою про середні про- 
порційні відрізки в прямокутно- 
му трикутнику А. = а, Б, - 
Отже, висота прямокутного 
трикутника, проведена до гіпо- 
тенузи, є середнім геометрич- 
ним проекцій катетів на гіпо- 
тенузу. 

Застосуємо нерівність Коші: 


һ, <, 
2 
а, +6, с 
Але =-т,. 
2 2 


Отже, Й, т, тобто висота, 
проведена до гіпотенузи, не 
більша за медіану, проведену 
до гіпотенузи. 


до наступного параграфа 


Вправи на повторення для підготовки 


Дороговказ 


Запис формули 


В ОДИН КЛІК 


Функція 


ПОБУДОВА ГРАФІКІВ ФУНКЦІЙ У СООСІЕ 

У 8 класі ви навчилися будувати графіки функцій за допомо" 
гою програми Адуапсей бгарћег. Розглянемо сервіс боов1е, який 
дозволяє будувати графіки функцій, заданих аналітично, визна" : 
чати координати точок перетину графіків, знаходити значення |! у2х х72 
функції в заданих точках тощо. : 


В один клік: приклади використання комп'ю- 
терних програм і сервісів для дослідження 


ки П я м а 1. У рядок пошуку введіть формулу, якою за- вагі(х) 
функцій, розв'язання нерівностей та їх систем звана аа уота 
е оеоеооао нао нао нона ГО ОС нао наанаа УС У У УС У ОО ОО У У У ОО наон она ОК для виконання дій (див. таблицю праворуч). 
2. Для побудови графіків кількох функцій Соофе лат 1 "є 


(рис. 5) введіть у рядок пошуку (1) відповід- 


а зображення Відео Навин Корти Баъше Налаштування 
ні формули через кому без пробілів. ге 


Поибтизна кількість результат 7 610000 (1.25 сек) 
3. Щоб змінити масштаб за однією або за обома 
осями, скористайтеся інструментом (2). 

4. Клацнувши інструмент (3) на відповідному 
кольорі, можна зробити активним графік цьо- 
го кольору. Вказівник миші матиме вигляд 
точки (4) на активному графіку. 

5. Для визначення координат певної точки ак- 
тивного графіка рухайте вказівник — угорі ві- 
дображаються координати (5 ) поточної точки. 


Графіки функцій х, 1іх. х"? 
28 


запіх) 


ПІДСУМОВУЄМО ВИВЧЕНЕ В $ 1-4 


1 Ви познайомилися з числовими нерівностями та їх властивостями, навчилися порівнювати 
числа методом різниці, додавати й множити числові нерівності. 


Рис. 5 УР 


Нерівності, у яких обидві частини є чис- 
ловими виразами, називають числовими 
нерівностями. 


Основні властивості числових нерівностей 
Якщо а», то Б«а; якщо а<Ь, то Ба. 


Нерівності бувають строгими (знаки «>» Якщо а< і Ь<с, то ахс. 


і єс») і нестрогими (знаки «>» і «<5). 


Якщо а>Ь іс — будь-яке число, 
то а+е>Ь+е. 


Підсумовуємо: узагальнюючий теоретичний 
матеріал для підготовки до контрольної роботи 


Якщо а<х<Ь іс — будь-яке число, 


Алгоритм порівняння чисел а і Б ар В 


методом різниці 


Якщо а»ь і с>0, то ас>Бс. 


1. Утворити різницю а-5. 
2. Визначити знак різниці аЬ. 


Якщо ачх«р і с>0, то ас<сх<Бс. 


3. Зробити висновок: Якщо а»ь і с<0, то ас<Бс. 


з якщо а-Ь»0, то а»; 
з якщо а-6<0, то ач; 
з якщо а-ь-0, то а=. 


Якщо а<х<р і с<0, то Бс<сх<ас. 


ЕНЕ 


Ҹ П Інтернет-підтримка підручника: 
онлайн-тестування за кожною 


Додавання числових нерівн 7754 


= Якщо а>Ь і с>а, то а+с>Ь+4 


темою 


« Якщо а<х<Ь і с<у<@, тоа+е 


< 7 Готуємося до ДПА 
нА е Варіант 2 контрольної роботи 


= Якщо а>Ь і с>а, то а+с>Ь+4 


5) Укажіть число, яке є розв'язком нерівності 


1 Оцініть значення виразу - якщо -2«х«14. 24248, 
А Б Е в г : і Ух Б в 
і да б«16 -4<.<28| —1<8<7 |-4<5<12{ 8 2 з 
з 2 2 2 е б 
2 Оцініть значення виразу а+Ь, якщо 6 Відомо, що 1<а<2 13<Ь<5. Укажіть чис- 


1<а<15 і6<Ь<8. ло, яке не може бути значенням виразу аб. 


Відповіді до завдань 


2 ВІДПОВІДІ ДО ЗАВДАНЬ 


Контрольна робота № 1 


Повторення навчального матеріалу: завдання 


Ї вітки якої напрямлені вгору; у} при хє(-=;4], 


т.0,4. 8. ЗАТ, 9.1) (- =; -2)0(-2; +5); 2) графіком. 1а 
для повторення за основними темами на по- функції є пряма у-х-5, хо -2.10.1)300 800 у? при хе| роз). 15.1) й А #0) хе4, ув. 
чатку та в кінці підручника 8 9—00. и 5-78 АСВА еу 100гра 8) а, -ввеше 17. (20). С. 


хо 8-МТ. 


Контрольна робота № 2 
т. -7.<20-8х<82. 8. 1) Від 14 до 22 лампочо: 


з. 


18. хе(-6;-4). Бонусне завдання. х-0, 


1. НЕРІВНОСТІ 
гляді проміжку. 
1 Відомо, що -З«т «5. Оцініть значення ви- 
разу: 
1) 5т; 2) бт-1; 3) -дт; 4) 3-2т. 


2 Відомо, що 2«т«5, В«а«20. Оцініть зна- 
чення виразу: 


ПОВТОРЕННЯ НАВЧАЛЬНОГО МАТЕРІАЛУ 


7 Розв'яжіть задачу. Відповідь запишіть у ви" 


1) Довжина паркану, яким планують ого- 
родити ділянку прямокутної форми, не 
має перевищувати 140 м. Визначте, якою 
може бути ширина Й цієї ділянки, якщо 
її довжина дорівнює 48 м. 

2) З пункту А, розташованого на березі річ- 
ки, течія якої дорівнює З км/год, у проти" 


1) а+т; 3) а-т; || бу ат+-2; лежних напрямках з однаковими швид- 

Зугти - КОНТРОЛЬНА РОБОТА 95 Готуємося до ДПА 
З Розв'яжіть нерівніс (підсумкова) 9) ваповісі та інший варіант роботи 

1)6-2х»0; 3) Наран Довідковий матеріал 5-9 класів 

З 62-4; 4 1. Укажіть нерівність, яка є правильною, якщо 2. б Я хат 

ес ? а — будь-яке дійсне число. Знайдіть нулі функції у= 
5) х(жет)-2 здавання 
А Б В г 
за» да 


а-3»а-3  2+а>3+а | 3-а»д-а | 


2 Відомо, що З<а<8 і 1<Ь<2. Оцініть зна- 
чення виразу аЬ. 


А Б в Г 


1<а-Ь<7 2<а-Ь<6 4<а-Ь<10 5<а-Ь<9 : 


3 Знайдіть область визначення функції 
узЛа-х. 


6 На рисунку зображено графік функції 


у= (х). Укажіть функцію, графік якої про- 
ходить через точку М. 


2) 18 лампочок. Бонусне завдання. Множина | РОЗДІЛ 1 
розв'язків нерівності — полоса, розташована між : 
прямими у--3 та у-1. 51 


п+1>20, 


Контрольна робота № З 
рч 


7. хе[-5;30). 8. хе(-8:17). 9. 1) 


Завдання із зіркою. Всі твердження, крім 5, пра- 
вильні. Майї Ѓог Ше. Задача «Туристична подо- 
рож Закарпаттям». 1. 1) 19400 гри; 2) 21850 грн; 


Алфавітний покажчик 


А 

Аналітичний спосіб розв'язування квадратних 
нерівностей 165 

Аналітичні способи розв'язування системи 
рівнянь із двома змінними 185 

Арифметична прогресія 227 


в 

Вісь симетрії параболи 150 

Властивості арифметичної прогресії 230 

— геометричної прогресії 254, 255 

— числових нерівностей 23, 24, 25, 26, 27, 28 
— функції у =ах? + Бх +е 109, 110, 118, 120 


г 
Геометрична прогресія 248 

Графік квадратичної функції 149 

— функції 100 

Графічний спосіб розв'язування квадратних 


АЛФАВІТНИЙ ПОКАЖЧИК 


— протилежних знаків 36 
— що містять змінну під знаком модуля 83, 84 
Нулі функції 109 


о 

Об'єднання числових проміжків 69 

Область визначення функції 99 

— значень функції 99 

Оцінювання значення величини 29 

— виразу 38 

п 

Переріз числових проміжків 69 

Перетворення графіків функцій (х) -» (х) +а 131 

 — — Қ) ооо ка) 133 

— — — №х) ә ВО 134 

Побудова графіка функції у = |х! 131 

Порівняння двох чисел 17 

Почленне додавання нерівностей 35 
; ее 


Підсумкова контрольна робота 


2 Областю допустимих зна- | 1 


чень виразу з однією змін- 


ною називають усі значення : 


змінної, при яких цей вираз 


. має зміст. 

т та та 
ба - — іже 

п па па! 

а+0, п+0 
г. т таф та 
е = == П 
: п п:а: паб 


і а+0, 2+0, п+0 


соооосссвввввсввововововововововогво 


: А,В АР+ВС 
: ср ср 
: С+0, р+0 
Бад с лс 

: вр вр' 

: В+0, р+0 

р ,А с Ар 

: вр вс" 

: В+0, р+0, С+0 


(0) Знайдіть область допустимих значень виразу: 


р 
х 

2) о 
х 


о) Скоротіть дріб: 


6 
ї)---; 
) бх 
бу 
2) —; 
) 8 
(3) Виконайте дії: 
12 12 
2) 2-2, 
т 7 
4 
8) ла 
п п 
Ө Виконайте дії 
у 
2 3 
зро М 
5 10 


1 18.5, 
5 9 
Бр, 
6 24 
3) 9+2 8 ; 
4 9+2 


4 & 
3) ха 5) х ЫР 
6 хат 
4) ке 6) са 
10 х-8 
8 
3) 14а 5) зам Е 
Та 10т 
з 
4) 20, бу 202 
9ь 40п 
дуе 
т т 
5) а 7х 
ачТх а+?їх 
ТЕ АБИЛ ЕЗ 
4у-8  4у-3 
3) 2-2; В) 67: 
4 у 
д2, 6) 5+2, 
20 В 
4) 6 18 
р-8 р-8 
х-1 х+1 
5) Н 
х?-1 7 
2 
б) у+2 у ай 
2 у-2 


0+3 


32 
0+8 
п? 16 
п-4 : 


ь2 


. 
э 


11 


Розв'яжіть рівняння: 


1) 2х -0 х-1 _ 
хі х+8 

2) Зх -0; 4) х+4 зії 
х-1 х-2 


Обчисліть значення виразу: 


Повторення 


оооооооооовооововоооовоооооое 


2 
5) 6-0; Тж зані 1900 
х-4 х+1 Ө(х) +0 
2 
6) т -д 8) х -4 0. зазнавав веноновава вань вокакеаное 
хаб х-2 
5) 40:51; т) 920.410 У Е ЕЕ ) 
6) 54.671; 8) 9712.324 : 8 9 
: а+0, 2+0 


5) 34 000; 


158 аа 7: 
ат 4):8 7°; 
Запишіть у стандартному вигляді число: 
1) 14; 8) 300; 
2) 56; 4) 600; 


и 1 Р 
Задано функцію у= —. Знайдіть: 
Х 


1) у(1); 3) у(-2); 


2) у(2); 4) у(-3); 


-п 
. а за", аєд 
а 


сосссооововввовввсвовововововововогов 


нонанабаіраазнтвіовалннввновіцнямя 
4 я 
- і 
- Я 
- . 

- 
С п . 
Г а=а `10", : 
- : 
4 : 
Н - 
5 : 
і ; 


6) 910 000; 


5) у(4); 


- 
3) 


6) у(-4); 


Укажіть точки, які належать графіку функції у= х? 


ссссоссосовсовововововововововововог 


1) 0(0;0); 3) В(2;4); | | 5) р(-525); 7) 4: Ж 55) 
2) А(;1); 4) С(3;9); 6) Е(-10;100); 8) а а) 
Обчисліть: 
1) 0; 3) 425; 5) 5.44; гір 
36 
2) 41; 4) 49; 6) 6.416; 8) си 
Укажіть вираз, значення якого є ірраціональним числом: й уза" 
1 (48); (3) 2» 5) 5-16; т) (Ло -з/(/Л10 3); З Ул 
2 (Лі); 4) 5/6; 6) 49-38; 8) (9-49 +4). 
Порівняйте числа: 
1) 09: і 5; 4) ві 25; 7) 1,87... Л 1,(8); УД е ооооооовооовоооовововоососоооое 
2) /11 і 410; 5) 57 18; 8) 18,53... і 18,(5). а з — раціональне число, 
3) 16 14; 6) 51 17; тє 4, пеМ 


Повторення 


еооооооовооооооосоовоооовоооо о 


- аб «Да в|, аь>0 
- аҹ -Чар, 


а20, 620 
аа а 
р || Ь 
. Ма -, а2г20, р»бд 


ооооооеоовооооовооооовосоовооосоооо 


ооссосвоссвввововсвовововововововогое 


• ар-0, якщо 
а=0 або Б=0 


сососсосововововсвсововововововового 


соссовосовввовововсвоввввсовововововог 


20 


21 


2А 


Обчисліть: 
1) (3); 3) 1+4(-1)2; 5) (7-8): т) 49 .4(-2)?; 
2) (5); 4) 4-(-4); 6) (1-31); 8) 00 4-10)". 
Обчисліть: 
2 

н 0803 р, т) 47.47-16; 

10? 4 „з 

12? 36 50 
ооо 04 Або а у рада 8) /5 -/5-49. 

) Ро ) 7. ) Кс ) 

Звільніться від ірраціональності в знаменнику дробу: 

1 5 1 1 
1) --; 3) —=; 9) ——=—=; т ; 

В т ПЕЛИ тт 

1 6 1 1 
2) з; 4) == 0) ==; 8) ———=. 

Уз 6 в +5 4415 
Укажіть точки, які належать графіку функції у= Ух : 
1) 0(0;0); 3) В(- 131); 5) р(16;4); т) Р(0,01;0,1); 
2) А(1;1); 4) С(5; 25); 6) Е(36;6); 8) 0(0,09; 0,3). 
Укажіть старший коефіцієнт а, другий коефіцієнт р та вільний 


член с квадратного рівняння вигляду ах? +ъх+с=0: 
1) 2х2+7х-1=0; 5) -х?+х-12=0; 
2) -3х2-4х+2=0; 6) х2+х+11=0; 


3) х? +6х=0; Т) 0,5х2 +2,3х-6,1=0; 

4) х/-2-0; 8) –4,6х? +1,9х+0,4=0. 
Розв'яжіть рівняння: 

1) х?=1; 3) х2-4=0; 5) х2-3х=0; Т) х? =5х; 
2) х? =5; 4) х2-6=0; 6) х?+2х=0; 8) х?=-7х. 
Укажіть рівняння, які не мають коренів: 

1) х2=-1; 3) х?+9=0; 5) х?=-25х; Т) х? +8=8; 
2) х?=-5; 4) х2+16=0; б) х2=-100х; 8) х?-6=-6. 
Знайдіть дискримінант квадратного рівняння вигляду 


ах? +ъх+с=0 і визначте, скільки коренів має рівняння: 

1) х2-5х+6=0; 4) х2-4х+4=0; 7) 2х2 -8х31-0; 
2) х? +3х-4=0; 5) х2+х+3=0; 8) 3х2 -Бх-2-0. 
3) х2 +2х+1=0; 6) -х2+х-4=0; 


23 


24 


25 


26 


27, 


Використовуючи теорему Вієта, знайдіть суму та добуток ко- 
ренів квадратного рівняння (якщо вони існують): 


1) х2-2х-3=0; 4) х? +9х-6=0; Т) 2х? -16х+4=0; 


2) х?+5х+1=0; 5) х2-х+5=0; 8) 3х2 +12х-6=0. 


3) х2-8х+3=0; 6) х2+3х+8=0; 


Скоротіть дріб: 


(х+10)(х-8). 4) хо. 7) х? -3х+2, 
х+10 і х? бх’ х-2 7 
х-14 |, Б х? -2х+1, ву ЯН 
(х+5)(х-14) за" а | 
х"'-2х-8 
2 
- 2 
3) х'-бх, 6) ы 
х-5 х +4х+4 


Розв'яжіть рівняння методом заміни змінної: 
5) х-54/х +4=0; 
6) х-24/х -8-0; 


6 
17) 2-10 ----- 
а ух-10 


14 
8) ү5+2х += 9. 
№5 +25 


До штучного ставка рівномірно надходить вода зі швидкістю 
10 л/с. Три помпи відкачують воду зі ставка. Продуктивність 
кожної помпи дорівнює х л/с. Відомо, що за 5 хв об'єм води 
в ставку збільшується на 300 л. 


1) х+-7х2+6=0; 
2) х“ +8х2—9=0; 


3) (3х-1)  -(Зх-1) -6-0; -5; 


4) (8х- 7). «8(8х- 7) -10-0; 


1) Скільки літрів води відкачують три помпи за 1 с? 

2) На скільки літрів збільшується об'єм води в ставку щосе- 
кунди? 

3) Запишіть рівняння для визначення х. 

4) Знайдіть х. 

5) Скільки помп із такою самою продуктивністю необхідно 
задіяти, щоб об'єм води в ставку став зменшуватися? 


Першу частину маршруту завдовжки 120 км автобус проїхав 

зі швидкістю х км/год, а другу частину завдовжки 180 км — 

(х+10) км/год. Уся подорож тривала З год 30 хв. 

1) Складіть вираз для визначення часу, витраченого автобусом 
на подолання першої частини маршруту. 

2) Складіть вираз для визначення часу, витраченого автобусом 
на подолання другої частини маршруту. 

8) Складіть рівняння для визначення х. 


Повторення 


У » Якщо у і хз -- корені : 


квадратного рівняння 


х?+рх+ӯд=0, то 
р 


ху Ха-9 


° Якщо х; і х. -- корені 
квадратного рівняння : 


. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 


ах? Ьхчссб, то 


сососссввовогог 
. 


ососссововвсовововововововового 
й . 


а 
а 


Р Виконуючи дії з дробами, : 
: пам'ятайте про ОДЗ! 


. . 
соссссссвовсввововововововсввовововов 


А Якщо х, і х, — корені : 


квадратного тричлена, то : 


сососсввоє 


ах? +ъх+с=а(х-х,)(х-хз): 


У. Алгоритм розв'язування |: 
й текстової задачі : 
за допомогою рівняння 


Аналіз умови задачі 
+ 
Математична модель задачі : 
М 
Рівняння 
у 
1 Розв'язування рівняння 
у 
Аналіз отриманих результатів : 
Ү : 
Відповідь 


Повторення 


КОНТРОЛЬНА РОБОТА 


(діагностична) 


Варіант 1 


: .. 6 
1 Скоротіть дріб 7 


ооеоооовоеоооооооооовеовевососоовососоеосвевовососсоововеоосоое 


А Б В 
4 За З 
а а 


. 
сососсосовсовсввсвововсоввввоввввсвовововвововсовововссвсововововог 


сососсссвссвоввововвовсвсовововсововововвввсввсовововвссввсвсввовогог 


оосоовсовсововвввововвввсовввввовововововввсввововововововосвого 
. 


А Б В Г 
т. о сан 8: 
8 8 п 
4 Якщо у<0, то у? = 

А Б В Г 
з з 4 4 
у зу зу у 

а. .. ба1 Бі 

5 Виконайте дії 29 
А Б В Г 
4 онр м » 
4Ь (6+1)? 4 


соссоосвсововововввововововвоввсововововсвосвововсвсвосвововововое 


22 Готуємося до ДПА 
@ Варіант 2 контрольної роботи 


6 Розв'яжіть рівняння х? -2х-3=0. 


ососссовввовововововововововововвсвсвовсовововсвововововового 


(з-5)(3--М5) 
250 


8 Розв'яжіть рівняння х“ -10х2 -11-0. 


7 Обчисліть: 


2 

. х"-8х-10 

9 Задано функцію у= ———————. 
х+2 
1) Знайдіть область визначення функції. 
2) Побудуйте графік функції. 

10 У новому будинку бригада робітників мала 
змонтувати 300 металопластикових вікон, 
монтуючи х вікон щодня. Завдання було 
виконано на три дні раніше наміченого 


строку, оскільки щодня бригада монтувала 
на 5 вікон більше, ніж було заплановано. 


1) Складіть рівняння для визначення х. 
2) Розв'яжіть отримане рівняння. 
Бонусне завдання 


Розв'яжіть рівняння 


(х2+6х-т)(х? +6х+8)=16. 


Я 


се Якщо не робиш промахів, пере- 
стаєш удосконалюватися. 99 


Джордж Мартін 


ЗАСТОСОВУЄМО НА ПРАКТИЦІ 


Лінійні нерівності та їх системи мають важли- 
ве практичне значення. За їх допомогою мож- 
на моделювати певні процеси, визначати опти- 
мальні умови виробництва, транспортування, 
розміщення ресурсів, тобто розв'язувати за- 
дачі лінійного програмування. Опанувавши 
цей розділ, ви зможете: 
• будувати математичні моделі реальних си- 
туацій у вигляді нерівностей та їх систем; 


ШЛЯХОМ ДОСЛІДЖЕНЬ 


• Методи доведення нерівностей 


е Нерівності в геометрії 


е Розв'язування нерівностей із параметрами 


е Розв'язування нерівностей із модулями 


е Графічне розв'язування систем нерівностей із двома 


змінними 
е Нерівності в «Началах» Евкліда 


• Парадокси в теорії множин 


е розв'язувати геометричні задачі, досліджу- 
вати функції за допомогою нерівностей; 


• правильно читати географічні карти, мар- 
кування на етикетках товарів; оцінювати 
переваги користування тими чи іншими по- 
слугами; вибирати оптимальні маршрути; 

е розв'язувати тригонометричні, показникові, 
ірраціональні нерівності та їх системи, з яки- 
ми ви ознайомитеся в наступних класах. 


Найважливіше -- не те 
велике, до чого додумалися 
інші, а те маленьке, до чого 
дійшов ти сам. 

Харукі Муракамі 


Ви порівнювали натуральні, раціональні, дійсні числа та застосовували ці знання 
для порівняння геометричних та фізичних величин 


Ви дізнаєтеся про новий спосіб порівняння чисел та зробите перші кроки 
в доведенні нерівностей 


ЗАВЖДИ = | Ви зможете записувати математичною мовою «більше -- менше», «тепліше — 
27 холодніше», «дорожче -- дешевше», «швидше -- повільніше» тощо 


Благодійний фонд виділив на створення дитячих спортивних 
майданчиків 200000 грошових одиниць (тут і далі — г. о.). Яку 
найбільшу кількість майданчиків за ціною 12 000 г. о. можна 
побудувати за ці кошти? 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Розв'язання 

Створимо математичну модель задачі. Якщо позначити кіль- 
кість майданчиків через п, то їх вартість становитиме (12 000: п) г. 0. 
Щоб сума коштів на побудову майданчиків була меншою ніж 
200000 г. о., має виконуватись умова: 12 000: л < 200 000. 

Кількість майданчиків є натуральним числом. Найбільшим на- 
туральним значенням п, яке задовольняє умову 12 000: лп «200000, 
є п=16. Отже, на виділені кошти можна побудувати 16 майданчиків. 


Щороку в межах соціального 
проєкту «Клич друзів — граймо 
разом!» Фонд Кличко прово- 
дить конкурс на встановлення 
сучасного спортивного май- 
данчика. Кожен учень може 
позмагатися за свою школу, 
заповнивши анкету на сайті: 


Запис 12 000 :л <200 000 відрізняється від відомого вам за- 
пису 12 000: л= 200 000 тим, що замість знака «=» використано 
знак «<». 


ту .Кі#ѕсҺкоѓоипдаћоп.ого 


е Два вирази, які з'єднані між собою знаками «>», «<», «2», 


«<», називають нерівностями. 


а СЛІД ЗНАТИ! Нерівності, у яких обидві частини є числовими виразами, 


називають числовими нерівностями А 


(і Числові нерівності бувають: 
КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 


е числова нерівність 


: 1. 4 
е правильними (істинними), наприклад: -2»-4; > а АТ <8; 


• неправильними (хибними), наприклад: –2>1; є >; 411 »4. 


РОЗМИНКА 1 


) е знаки «>», «<», «2», «<» 
• метод різниці 


е строгі і нестрогі нерівності 
о Укажіть серед наведених числових нерівностей правильні: 
1) -25»-1; 2) 5,8«-8,5; 3) 55. 4) кн 5) 24/3 <34/2. 


е правильні і неправильні 
нерівності 


Ви вже вмієте порівнювати між собою натуральні числа, цілі 
числа, десяткові дроби (тобто дійсні числа), використовуючи певні 
правила. У цьому параграфі ви познайомитеся з методом порів- 
няння чисел і виразів, який має назву метод різниці. 

Розглянемо приклади, наведені в таблиці. Для кожної пра- 
вильної нерівності та рівності знайдемо різницю чисел, розташова- 
них у лівій і правій частинах, та порівняємо цю різницю з нулем. 


ооооооооооовооооовосоооовоооввоосовооооввововввооовоовововооововоововоооовоооооо е 
. 
. 


бі Нерівність Різниця лівої Порівняння різниці : 
: або рівність і правої частин з нулем : 
3 а: 
: >0, рі ч 
: 12>5 12527 Т 0, різниця чисел і 
: більша за нуль : 
ч —18<0, різниця чисел : 
: 47 <60 417-60--13 она : 
: менша від нуля : 
- 020, різниця чисел : 
9-9 9-9-0 нине, 
: дорівнює нулю Ж 


Чи помітили ви залежність між значенням шуканої різниці 
та знаками «>», «< », «=»? Залежно від знака різниці роблять 
висновок про результат порівняння чисел. 


Означення. Число а більше за число Б, якщо різниця а-рР є 


додатним числом. Число а менше від числа Б, якщо різниця 
а-Ь є від'ємним числом. 


зосососоововововововововововввввовсвсоввовсовсввововововововововсвсововсовововогеог 
. 
. 


Якщо а»р?, то а-Ь»д, і навпаки, якщо а-Р»0, то а»рф. 


Якщо а <Б, то а-Ь«0, 1 навпаки, якщо а-Р«0, то а« р. 


. 
ооооовооовооосооее 


И 
е 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
е 
. 
. 
. 


Якщо а-Р, то а-Ь-д, і навпаки, якщо а-Р-0, то аср. 


. . 
осссссссссвсвсвввввввввсовввсовсовововсововсвововсвсвсвовсвсвсвовосовововсововсвововововововог 


Для порівняння двох чисел а і Б досить утворити різницю аб 
і з'ясувати, яким числом вона є: додатним, від'ємним чи нулем. 


Такий метод порівняння називають методом різниці. 


Алгоритм порівняння чисел а і № методом різниці 
1. Утворити різницю а №. 


2. Визначити знак різниці а-Р. 


3. Зробити висновок: якщо а-ь>0, то а»б; 


якщо а-Р«0, то а<6; 
якщо а-Р-0, то ас-р. 


$1 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• Знаки відношень першими по- 
чали використовувати англій- 
ські математики: 
знаки «>» і «<» — Томас 
Гарріот (1560-1621); 
знак «=» — Роберт Рекорд 
(бл. 1510—1587). 


• Окрім знаків нерівностей, вам 
відомий знак «+» (не дорів- 
нює). Запис а +0 означає, 
що а«Р або а»фб. 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 4 


еооевооооооовоовоовоовооовооооео 
. 


7 СЛІДЗНАТИ! 

" Для двох чисел а і Б викону- 
ється лише одне зі співвідно- 
шень: або а»рР, або а<6, 
або ас-р. 


.- . 
соссосовсовововссвсоввсввовововововогог 


(ловити ФО 


осооссоссввсовсововсововововового 
. 


| ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


"Для порівняння чисел а і б 
можна визначати знак різниці 


а-рЬ або різниці Ба. 
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а<ъ Кожному числу відповідає деяка точка координатної (числової) 
А а прямої, причому більшому числу відповідає точка, розташована 
а А х праворуч від точки, яка відповідає меншому числу (див. рисунок). 


аы РОЗМИНКА 2 


чу 


(0 Порівняйте числа а і Бр, якщо: 


1) а-6=2,7; 2) а-6=-48; 8) а=6+2; 4) Ь+3=а+1. 


р" ПОМІРКУЙТЕ і о) Порівняйте значення виразів 5х-1 1 4х+1, якщо: 

7 Спробуйте записати всі нерів- : 1) х=0; 2) х=2; 3) х= 8. 4) х= 2,5. 

: ності між числами, зображе- : 5 

: ними на числовій прямій. З Ө Дано числа а, Б, с, 4, е. Відомо, що й<с, а»с, Р»е, е»а. 

: й > 1) Зобразіть на числовій прямій задані числа. 

5. о а б з - 2) Запишіть задані числа в порядку: а) зростання; б) спадання. 


8) Знайдіть серед заданих чисел найбільше і найменше. 


Нерівності бувають строгими і нестрогими: 


а СЛІД ЗНАТИ! • знаки «>» і «<» є знаками строгих нерівностей; 


• знаки «2» і «<» є знаками нестрогих нерівностей. 


ооссоссвововввовввсововвсвсввоввввввсввсвововвввсвсовововововововововововововсовововововововововововововововововововововововововововог 
. 
е 


"" Нерівності Знак нерівності Як читають, що означає І 
: Паланнаанинышыаныаы на А АЕ ЕА ЕЕ ГАА ЕЕ БО 
: а<Ъ а менше від р : 
: Строгі КОБЕЗЕИРРРНУТИРУУНУТННЕЧИРИРОУНИЗРИУРЕ ПОН РАРЕИ ОНОРАОНО НОСИН ОН НРУТЕНИИНО ОО СЕН АС ЕР НЕ ЕН ПЕЕЕЕНЕНЕСЕ С ЕНН: Ы 
: а>Ъ а більше за Б : 
: ахь а менше або дорівнює (не більше) б, тобто а«р або а=Ь : 
: Нестрогі ПЕЕОА А ОО РО ДНО ЛАДА БНО РУДЬ НИВА РР АНУ БАЛИ ЛЕО КА АУРА НО ПР ОН РОКИ ДУ О ЕЛЕН ДОРА АР ЛА ЕСЕТ : 
: азь а більше або дорівнює (не менше) Об, тобто а»р або а-р 2 


У строгих нерівностях передбачається відсутність рівності 
правої і лівої частин, у нестрогих — припускається їх рівність. 


нн Наприклад, нестрогі нерівності 8<7, 525 є правильними. 


565 
ЧИ ВІДОМО ВАМ? Е ЗЕМИВАА а 
Знаки нестрогих нерівностей @ Укажіть нерівності, які при х =2,5 є правильними: 
уперше ввів французький фізик 2 
П'єр Бугер У 1734 р. Вони мали 1) 4х+129; 2) -8х-20«0; 3) 5-х<х-5; 4) ВРО 
такий вигляд: 2 і &. 


о) Підберіть три натуральних числа у, які задовольняють не- 
рівність: 
13:02350: 2) 3-у20; зу 15у: 4) у «16. 


81 

У ході вивчення математики постає питання доведення пра- ПОЛЕ | 
вильності нерівностей (часто кажуть «доведення нерівностей»). 
Існують різні методи доведення: геометричної інтерпретації, до- ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
ведення «від супротивного», використання раніше доведених 
нерівностей тощо. Одним із найпоширеніших є метод різниці. 


У друкованій літературі симво- 
ли знаків нерівностей з'явилися 
на 50 років раніше за символ 


8 ПРИКЛАД 1 знака рівності, оскільки як знак 
нерівності використовували лі- 


А А А 2 * 
Доведіть нерівність (т-2) > -т(4-т), де т — будь-яке теру У латинського алфавіту, 
дійсне число. повертаючи її в потрібний бік. 
Доведення 


Скористаємося методом різниці. 


соссссосововссввовввововововввововововововововововововововововововзововововзовововововововововововововововововзововововововововово 
• 


7 Крок Зміст дії Результат дії : 
: ии Й 
| КРОК 1 Утворимо різницю лівої та правої 2 Р Р : 
: частин нерівності й спростимо її. (т –2) -(-т(4-т))= т -4т+4+4т-т =4 : 
: КРОК 2 Проаналізуємо знак результату. 4>0, різниця додатна : 
: Зробимо висновок: оскільки різниця А 2 й 
: КРОК З додатна, то ліва частина нерівності Оскільки 4>0, то (т-2) >-т(4-т) : 
: більша за праву. Нерівність доведено. Для будь-якого дійсного числа т Ж 


Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 


ІЗ З'ясуйте, правильною чи неправильною є нерівність, якщо ПРИГАДАЙТЕ! : 
а -- довільне дійсне число: : 6 х220 : 

1) 3-1»0; 2) 5-9<0; 3) 8-а»2-а; 4) 10+2а<7+2а. : 2 : 

: • х^ <0 ; 

Доведіть нерівність, якщо а -- довільне дійсне число: : : 

2 1 з а? - дач? -(а-ь), 1 

5) 3(а+8)>2(а+4)+а; 7) (а- 3) >а(а+6); : ; 

2 1 6 ад-дабч?-(ачь) | | 

6) -5(9-а)«За-3(1-а); 8) (а-4)»-а(8- а). З 7 


. .- 
соососоввовсвсвовввсововововововововов 


5 ПРИКЛАД 2 


Доведіть, що сума квадратів двох довільних дійсних чисел не 
менша від їх подвоєного добутку. 


Доведення 
"| Крок Зміст дії Результат дії : 
Е иии еру 
й Створимо математичну модель описаного співвідношен- Довести: т? +п? > дтп, : 
| КРОК 1 івні РИ 
ня, тобто утворимо нерівність, користуючись ТИМ, ЩО «Не де т, п — довільні дійсні: 
менша» означає «більша або дорівнює». шиста 
| КРОК 2 Скористаємося методом різниці: запишемо різницю лівої и 2 : 
: та правої частин нерівності й перетворимо її. т'яп' -2тп=(т-п) Ы 


Результат дії 4 
ПЕН Р РА Р РН 
2 
(т-п) 20 при будь-яких 
довільних дійсних тіл 


| КРОК д Зробимо висновок: різниця додатна, отже, ліва частина т? +п? 2дтп для довіль- : 
нерівності не менша від правої. Нерівність доведено. них дійсних чисел тіп : 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 
1. Чи зможете ви за 5 секунд 
визначити, який дріб більший: 


4 8 

— або -7 

9 17 
2. У заданому виразі розставте 
дужки так, щоб отримати число 
не менше від 50: 


2:2-8:8-4:4-5:5. 


ГА ПРИГАДАЙТЕ! ||: 


-- середнє арифме- : 


аз 


тичне двох чисел а і Р. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


(2) Доведіть нерівність, якщо х — довільне дійсне число: 
1)х2-926х; 2) х2+25>10х; 3) 4х2 2125-9; 4)16х2 28х-1. 
Доведіть, що: 


5) квадрат суми двох довільних дійсних чисел не менший від 
їх добутку, помноженого на 4; 


6) сума квадратів двох довільних дійсних чисел не менша від 
їх добутку, помноженого на -2. 


Доведіть нерівність, якщо хі у -- довільні дійсні числа: 


Т) х'зуб2дхду?; 8) хо уд 22хіу" 


ПРИКЛАД З 


. аа а+б : ; РЕ Р 
Доведіть нерівність 2 үаб , якщо аір -- невід'ємні дійсні 


числа. 


Доведення 


ососососсвововововввововвовсвовввоввсвсовсвововвовсоввовсововововввововововововововсвевовововое 


Крок Зміст дії Результат дії : 
<<< ПИ 
КРОК 1 Запишемо різницю лівої та правої ча- 9+6 аб 


стин нерівності. 


Виконаємо перетворення -- зведемо 
КРОК 2 числові вирази до спільного знаменни- 


аз сабо а+ь-2уаь | 
2 


2 


ка і застосуємо в чисельнику формулу б (а у -24а3ь «(Ме у К (Ма 46) 


квадрата різниці. 


КРОК З Проаналізуємо знак отриманого число- (Ма р у 20, 2»0, тому 2-20, 


вого виразу. 


Зробимо висновок: різниця додатна, 
КРОК 4 отже, ліва частина нерівності не менша 
від правої. Нерівність доведено. 


якщо а20, 220 


ач 


Нерівність 24аб для а?20,Ь20 має спеціальну назву — 


нерівність Коші для двох чисел (на честь відомого французького 
математика Огюстена Луї Коші). 


Нерівність Коші. Середнє арифметичне двох невід'ємних 


чисел не менше, ніж їх середнє геометричне. 


(Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 


б» Доведіть нерівність, якщо число а2г0: 


+8 +6 
1) а+1>2/а; 2) а+4>44а; 3) ===> 48 ; 4) => ба 
Доведіть нерівність, якщо а і -- невід'ємні дійсні числа: 


5) 2922 а : 7) ава 86 26чав; 


2 
6) 29 ау 8) 54 тар. 


@ Порівняйте, коли це можливо, числа т і Ё, якщо: 


10 з. 


1) т-во-3,3; РРО ЯВНО, С 2 
з т 

2) Е-т=0; 5) т2-62-=2 ітяве-Т 

3) т-в-2-АБ; 6) (тк)? -19. 


о Доведіть нерівність, якщо т -- довільне дійсне число: 
1) т(т-4)2-4; 3) (т-38)(т-5)» т(т-2)-17; 
2) т(т+8)+1620; 4) 2т(2т+1)+10>2-2т; 
5) (4-т)(т+4)<(2т-1)(т+3)-Зт? -5т+40; 
6) Зт(Зт-5)-9т»-13. 


о Доведіть нерівність методом різниці: 
1) 745105, якщо 4»15; 4) -12у-(-15)«-39, якщо у?2; 


2) -Бт«25, якщо т>-5; 5) 51, якщо а«108; 


3) 8х-11»27, якщо х»2; б) 22-04, якщо а<-0,4. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


На першому поверсі Ейфелевої 
вежі розміщений список 72 най- 
відоміших французьких учених 
та інженерів ХМІЇ-ХІХ ст. 
Серед імен на південно-східній 
стороні вежі викарбовано ім'я 
Огюстена Луї Коші. 


7 ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


: Виділення квадрата двочлена: : 


х2 +2х+3=(х+1) +2 


• 
оооооовевооововвеововвовооовосооовое 


ТО ВЕ 5МАВТ 


Радимо прочитати 
книжку Шона Кові «7 звичок ви- 
сокоефективних підлітків». 


Це відомий бестселер, пере- 
кладений більш ніж 20 мовами. 
Автор визначає 7 звичок як ба- 
зові принципи, що правлять сві- 
том, і говорить: «Житимеш згід- 
но з ними — будеш на висоті». 


Огюстен Луї Коші (фр. Аидиѕіїп 
Іоиці5з Саисһу; 1789-1857) — 
визначний французький мате- 
матик і механік, повне зібрання 
творів якого налічує аж 27 томів. 


Цікаво, що авторське доведен- 
ня нерівності Коші займало кіль- 


Оленка має подарунковий сертифікат вартістю 200 грн для 

придбання солодощів. 

1) Яку найбільшу кількість мафінів за ціною 12 грн може ку- 
пити дівчинка? 

2) Чи можна за цей сертифікат придбати 21 круасан, якщо ціна 
одного круасана на 20% менша, ніж ціна одного мафіна? 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо т+15=14, то т <0. 


2) Нерівність (6-8)? «0 правильна лише для числа Б = 8. 


8) Нерівність 2360 правильна для будь-якого дійсного 
числа с. 


НАРЕТОРІНОВ 4) Якщо У — об'єм дощової води (у м?), що збирається на даху 


З іменем Коші у математиці будівлі, то У 20 у будь-яку пору року. 
пов'язана низка понять: задача 
Коші, інтеграл Коші, послідов- 


ність Коші, теорема Коші тощо. 


с. 2 Е 
5) Нерівність (х-5) +| 5-х | » 0 правильна для будь-якого дій- 
сного числа х. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? р» 


ЗАДАЧА «ПОДОРОЖ ЗАКАРПАТТЯМ» 


Родина з чотирьох осіб вирішила здійснити туристичну подо- 
рож Закарпаттям. У таблиці наведено вартість п'ятиденного туру 
(на одну особу) та вартість проїзду в обидва кінці (для чотирьох 
осіб), які запропонували родині три туристичні фірми. 


сосссоссвовсоввввсововововововвовововововововвсвовсовввововввввовввввоввввовввововового 


Вартість туру Вартість проїзду 


Турфі | : 
УРЕІВМӘ на 1 особу, грн для 4 осіб, грн : 
. Закарпатська область -- одна Ж 4250 2400 
з найменших за площею се- Р Ир нора нина беліоркозннан рнаннавнона івана : 
ред областей України. Проте : В 5100 1450 : 
чаї зеріжонії промивань ЕРЕЕН РУНИ нні цу ніяка ні нива дні нний 

: С 4450 1550 


представники понад 70 націо- 
нальностей. 


Ф Скільки коштуватиме подорож для всієї родини, якщо ско- 
ристатися послугами: 
1) турфірми А; 2) турфірми В; 


о Послугами якої турфірми необхідно скористатися, якщо на 
всю подорож планується витратити не більше ніж 20 000 грн? 


• Озеро Синевир, якому близь- 
ко 10 тис. років, називають 
«Морським Оком» Карпат. 
Воно розташоване на висоті 
989 м над рівнем моря, його 
площа 4-5 га, максимальна 
глибина -- 24 м. 


3) турфірми С? 


Ө Скільки коштуватиме найдорожчий тур (з урахуванням вар- 
тості проїзду) для всієї родини? 


22 


а З'ясуйте, правильною чи неправильною є нерівність: 
1) 9-18»0; 
Доведіть нерівність, якщо х — довільне дійсне число: 


3) 4(х-3)<3(х+1)+х; 4) (х-3) »-х(6-х). 


2) 14-За <15- За (а — довільне дійсне число). 


о Доведіть нерівність, якщо х — довільне дійсне число: 
1) х?+4245; 2) 9х2 >12х-4. 


8) Доведіть, що квадрат різниці двох довільних дійсних чисел 
не менший від їх добутку, помноженого на -4. 


4) Доведіть нерівність х“ зу" >9х?у?, якщо хі у — довільні 
дійсні числа. 


Ө Доведіть нерівність, якщо а і -- невід'ємні дійсні числа: 


1) аз9264а; 3) 00 5 ар 
2) “22 Ба; 4) вар. 


@) Два юнаки купили для дівчат однакову кількість квітів. Пер- 
ший юнак усі квіти купив за ціною 25 грн. Другий юнак 
половину квітів купив за ціною 20 грн, а решту квітів — 
за ціною 28 грн. Який із юнаків витратив більше коштів? 
Бонусні завдання 
Доведіть нерівність: 

2 2 2 2 2 2 2 > 
1) х2+у?-4х+10у+2920; 2) а" +22“ +с –22(а+с)>20. 


(6) Яка з рівностей є правильною -- перша чи друга? 


1) |з-/т|-8-Т 2) |347 |= 7-3. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 
Знайдіть усі цілі числа х, для яких є правильною нерівність: 


1) 3<х<7; 3) 148; 5) -18<3х<-3; 


2) -4<х<1; 4) 4<2х<10; 


ё 


с Г4 Єдиний спосіб, який з успіхом може бути застосова- 
ний у природничих науках, полягає в спостереженні фак- 
тів і в підпорядкуванні спостережень обчисленням. 3 9 


6) -2«У «0. 
3 


Огюстен Луї Коші 


«ИТТИ 5 


(патат 1] 


ИТТИ С 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


За теоремою про середні про- 
порційні відрізки в прямокутно- 
му трикутнику А, = 4/0. . 
Отже, висота прямокутного 
трикутника, проведена до гіпо- 
тенузи, є середнім геометрич- 
ним проекцій катетів на гіпо- 
тенузу. 


Застосуємо нерівність Коші: 


є а. я, 
+6 

Але а, = =С-т,. 
2 2 


Отже, А, < т,., тобто висота, 
проведена до гіпотенузи, не 
більша за медіану, проведену 


до гіпотенузи. 


Ви навчилися розв'язувати рівняння, використовуючи їх основні властивості 


Ви дізнаєтеся про основні властивості числових нерівностей та особливості їх 
застосування 


Ви зможете оцінювати значення різних величин, таких як відстань, час, маса, 


ціна тощо 


«Експериментаніум» -- му- 
зей популярної науки й техніки 
в Києві, який скоріше є науко- 
во-розважальним центром. Тут 
на вас чекають цікаві наукові 
екскурсії, шоу, майстер-кла- 
си, квести, ігри. Особливістю 
цього незвичайного музею 
є інтерактивні експонати, які 
можна вмикати, повертати, 
крутити, загалом експеримен- 
тувати, як справжні дослідники. 


Дізнайтеся більше: 


ехрегітепіапіит.сот.иа 


7 ПРИГАДАЙТЕ! 


& Якщо а-Ь, то Б-а. 
- Якщо а-р, В=с, то а=с. 


° Якщо а-р, с -- довільне 
число, то: 

ачсареас; а:с=0-с; 

а-сабо-с; а:с=0:с,с+0.. 


Вхідний квиток до музею коштує 50 грн, а квиток на кож- 
ну окрему виставку в музеї — 3,5 грн. Суму, витрачену на від- 
відування музею, можна розрахувати за допомогою виразу 
А =8,5:п+50 грн, де п — кількість квитків на окремі виставки. 
Скільки виставок можна відвідати, якщо витрати не повинні пе- 
ревищувати 65 грн? 

Коментар до розв'язання 

За умовою А «65. Отже, необхідно знайти таке ціле число п, 
що задовольнятиме нерівність 3,5:п+50‹< 65, Для цього слід знати 
правила, за допомогою яких можна перетворювати числові не- 
рівності. Пригадайте властивості рівнянь і виконайте завдання. 


СКЕЕКЕКККККЕККККККЕККККККККЕККККККЕКЕКККККККЕКККККККЕККККККАЕКККККККЕКЕКККЮ 
. 


У ПОМІРКУЙТЕ 
" Дано нерівність -5«6. Користуючись прикладами (а-г), 

з'ясуйте, чи зміниться знак нерівності, якщо: 

1) до обох частин нерівності додати (від обох частин нерівно- 
сті відняти) одне й те саме число; 

2) обидві частини нерівності помножити (поділити) на одне 
й те саме додатне число; від'ємне число. 
а) -5-3? 6+3; в) 5:3 ? 6-3; 
б) 5-3? 6-3; г) -5.(-8) ? 6-(-3). 


Ви вже вмієте розв'язувати рівняння, використовуючи їх 
основні властивості. У цьому параграфі ви познайомитеся з основ- 
ними властивостями числових нерівностей, що допоможе вам 
розв'язувати задачі, математичними моделями яких є нерівності. 


Розглянемо основні теореми, які виражають властивості чи- 
слових нерівностей, і з'ясуємо, чим властивості нерівностей схожі 
на властивості рівнянь, а чим відрізняються від них. 


Теорема 1 
Якщо перше число більше за друге, то друге менше від першого. 


| навпаки, якщо перше число менше від другого, то друге біль- 
ше за перше. 


Доведення 


1) Доведемо перше твердження теореми: якщо а»ф, то Р«а. 
Застосуємо метод різниці. 
Якщо а»рб, то різниця а-р є додатним числом, тоді різниця 
ь-аз--(а-б) є від'ємним числом, отже, Р«а. 

2) Аналогічно доводять друге твердження теореми: якщо ах р, 
то ф»а.Спробуйте довести його самостійно. 


оосовосоввввововвввввввовсовововввовсвововвоововввовововсвововсвовсвововосововсвоовог 
. 


ПОМІРКУЙТЕ! З 
: Які слова пропущено? : 
: 1) Якщо А дешевше від В, то В А5 - 
і 2) Якщо А важче за В, то В А. І 
| 3) Якщо А вище за В, то В А. - 


. . 
сосососовсовововввовсвсвовсвсвововсовововввсввововвововсоввоввсвсововсвсвввсвсововововосвсовововооо 


Теорема 2 


Якщо перше число менше від другого, а друге менше від 
третього, то перше число менше від третього. 


Доведення 
Доведемо, що якщо а«Р іЬ«с, то ак с. 


Застосуємо метод різниці: щоб довести, що ах с, досить до- 
вести, що а-с<0. 


Запишемо різницю чисел а і с та перетворимо Її: 
а-с-(а-с)яь-ь-(а-в) (р - с). 


Оскільки за умовою а <Б іРЬ«с,товідповідноа-р«0 1іР-с«б, 
тобто числа а-рБ і р-с є від'ємними. Отже, число а-с теж 
від'ємне (як сума від'ємних чисел а-Р і іЬ- с). Звідси випливає, 
що а<с. 


Аналогічно доводять і таку властивість: 
якщо а»Р і р>ьсе, то арс. 
Спробуйте довести цю властивість самостійно. 
аА Теорема 2 виражає властивість транзитивності для не- 
7" рівностей з однаковими знаками. 


. 
. . 
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ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 2 


1) Якщо а»ь, то Б«а. 


2) Якщо а«р, то Б>а. 


теореми 1 
На числовій прямій більше чис- 
ло розташоване праворуч від 
меншого, а менше число -- 
ліворуч від більшого. 


р<а п 'бЖ а»р 
а х 
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ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! @ 4 


Р теореми 2 р 
: а«р Бас 
і н н н > а<с : 
‚а Б с х : 
: Ь»с а»б : 
: н н -4 == а»с : 
М с (0) а х е 


. . 


. 
сосссовововововввововововововововов 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 


е числові нерівності 


е властивості числових 
нерівностей 


• подвійні нерівності 


Розділ 1 


л Два знаки нерівності 


оосссововссвовововововово 


: а<ь<с 
1 Ліва Середня Права 
: частина частина частина 


ооооооовооооововоосооовооеововооооооо 


% ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


1) Якщо а»р іс -- будь- 
яке число, то а+с> б +с. 


2) Якщо а»ь іс -- будь- 
яке число, то а-с»рб-с. 


У трафіа інтерпретація | 
7 теореми 3 


: 820, 820, : 
а ә в . 
: Н н ро 1 
: [2] 0+8 а а+8 х : 
: соб, соб, : 
ы позу во розу Ы 
: н і і і = 
А Б Б+с а а+с х Й 
: ськ, гоє0, : 
: роз 
1: 0+(-5) Б ач( 5) а х : 
: кож), сво, : 
. —— . 
: | | | роз 
: ьЬ-с Б а+с а х : 


оосссссссвсввввсвовововововововогвого 


Якщо нерівності а<0 іЬ«с правильні, то їх можна записати 
у вигляді подвійної нерівності а«Р«с. Розглянемо приклади. 


оооооеоевосеоеовоооооосоооеосооооосооооооооооеовооеосовооеоовосооовоооеовосоеовсеовооеоооеео 
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7 Дві нерівності Подвійна нерівність Читаємо правильно 


оооое ёб еее о 


Бах, х«9 5<х<9 х більше за 5 і менше від 9 
: Бех, х«9 5<х<9 х не менше від 5 і менше від 9: 
: Бах, х<9 5<х<9 х більше за 5 і не більше за 9: 
: 5<х, х<9 5<х‹<9 х неменшевід бі небільшеза 9, 


ооооооооовооооевовоевовоовоооосвовоооооооововооооввовооововоооввоосоввоосоооооооов 


РОЗМИНКА 1 


М Запишіть у вигляді подвійної нерівності співвідношення: 
1) х<17 і х»д; 2) х<5 і х2-4; 3) х2-0,41 1 х«0,1. 


0) Знайдіть цілі значення у, які задовольняють нерівність: 
1) -2<у<2; 2) -І«у« 8; 3) З«у« 4. 


Теорема 3 
Якщо до обох частин правильної нерівності додати або від обох 


частин правильної нерівності відняти одне й те саме число, то 
отримаємо правильну нерівність. 


Доведення 
1) Доведемо, що якщо аа»р іс — будь-яке число, то а-с»р-с. 
Застосуємо метод різниці. Утворимо різницю (а-с)-(Б- с). 
Маємо: (а+с)-(6+с)=а-6. Оскільки за умовою а», то різ- 
ниця а б є додатним числом. Звідси випливає, що а-с»Рр-с. 
2) Дію віднімання можна замінити дією додавання: а-с=а+ (-с). 


Отже, можна зробити висновок: якщо а»рб іс — будь-яке чис- 
ло, то а-с»р-с. 


Аналогічно доводять і таку властивість: 
якщо а <Б іс — будь-яке число, то а+с<ьБ+с, а-с<0-с. 


Наслідок із теореми 3 
Якщо будь-який доданок перенести з однієї частини правильної 


нерівності в іншу, змінивши знак доданка на протилежний, то 
отримаємо правильну нерівність. 


Доведення 

Застосуємо теорему З. Нехай нерівність а-с»б є правильною. 
Віднімемо від обох її частин число с. Отримаємо: а+с-с> 6-с. 
Отже, а»Р-с. 


Ураховуючи наслідок із теореми 3, можемо сформулювати 
правило 1, яке використовують для перетворення нерівностей. 


Правило 1 
Будь-який доданок можна перенести з однієї частини пра- 


вильної нерівності в іншу, змінивши знак доданка на проти- 
лежний. 


Наприклад: 1) х+7>18; х»13-7; х»б; 
2) х-7»18; х>18+7; х»20; 
8) 8-х<28; 8-23«х; -І5«х; х»-15. 
РОЗМИНКА 2 


Ф Додайте до обох частин нерівності: 


1) -17+х<12 число 17; 2) х+8<18 число - 9. 
2) Відніміть від обох частин нерівності: 
1) 15+х2-5 число 15; 2) -23-х«-11 число - 28. 


З) перенесіть доданки зі змінною в ліву частину, а числа — 
у праву частину нерівності: 


1) 28+х2-5х-16; 2) -18-4х2-12х-34. 


Теорема 4 
Якщо обидві частини правильної нерівності помножити або 
поділити на одне й те саме додатне число, то отримаємо 


правильну нерівність. 

Якщо обидві частини правильної нерівності помножити або 
поділити на одне й те саме від'ємне число і змінити знак не- 
рівності на протилежний, то отримаємо правильну нерівність. 


Доведення 
Нехай а». Помножимо обидві частини нерівності на число с 
і застосуємо метод різниці. 
Запишемо різницю та перетворимо її: а:с-Ь-с =с(а-Б). За 
умовою а> б, отже, різниця а-Р є додатним числом. 
1) Якщо с>0, то добуток с(а-Ь) є додатним числом, тобто різ- 
ниця а:с-б:с є додатним числом, отже, а:с»рР.-с. 
2) Якщо с<0, то добуток с(а-) є від'ємним числом, тобто 
різниця а:с-Р:с є від'ємним числом, отже, а:с<0:с. 


> А А А а 1 
Дію ділення можна замінити дією множення: — = а: —. Отже, 
с С 


доведені властивості справедливі й для випадку ділення обох ча- 
стин нерівності на деяке число, відмінне від нуля. 


Аналогічно доводять і такі властивості: 
якщо а«РЬ іс — додатне число, то ас«рРс; 


якщо а«рЬ іс — від'ємне число, то ас»рсе. 
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С слдзнлти З 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


У слові НЕРІВНОСТІ замініть лі- 
тери на цифри від 1 до 8 так, 
щоб усі знаки відношення було 
розставлено правильно: 


Н»Е«ХР»РІ»В«АН«О«С«Т»ЬІ 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! ГА 


1) Якщо а»р і с — додат- 
не число, то а:с»рР-с. 


2) Якщо а>Б іс — від'ємне 
число, то а:с«Р.с. 


С пани інтерпретація |: 
Е теореми 4 


“2 4/3 
= > 
БЕ -- - а х 
ЕЯ в Ма 
2>0 242. аціб ж 
соб 
рен А А > 
0 аб ас Бс х 
-2-0 М2 4/8. 
1—5 ве 
зізна 7 х 
Т анай а з 
сохі8 225) х 
с<0 
н + — + 
ре ас 0 а Б х 


оооевеовооооввевововвоововоесвовоооое 


. 


Розділ 1 


ТЕ 
чен 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У «Математичних зборах» Пап- 
пи Александрійського (ІІ ст.) 
описано таку властивість нерів- 
ностей: 


75 (а, В, с, 
якщо з (а, 6, с, а — 


додатні числа), то аа > 6с. 


ӨМ СслІдЗнАТИ! 


Ө 


ЗНАЙДІТЬ ПОМИЛКУ 
-Тх-9«5 
-Тх»5-9 
-Тх»14 


х«14:(- 7) 


х<-—2 


0 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


2 и 
Якщо ар>0 та>, то РЕ 


а 
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Теорему 4 можна також проілюструвати за допомогою форму- 
ли площі прямокутника (див. рисунок): а«р, отже, ас«рс. 
Подамо теорему 4 у вигляді таблиці. 


2" Вихідна Знак Отримана Правило зміни : 
: нерівність множника нерівність знака нерівності ; 
1 но! 
: со0 ас»б'с Знак не змінюється : 
: а» Знак змінюється : 
: с<0 а:с<6-с з : 
УРРА -УНОАИИРЕ ЛЕЕ юарюнан ва ГРОС НЕНСИ б На шроти яки енен : 
: с» а:ссБ-с Знак не змінюється 1 
: ах«б Знак змінюється : 
: с<0 ас»р'с : 


на протилежний ж 


. 
ооссссосовововсввовввоввввоввсвововсввовововововововввсввовововвввосвовввсововвововосовог 


Ураховуючи теорему 4, можемо сформулювати правило 2, яке 
використовують для перетворення нерівностей. 


Правило 2 
Обидві частини нерівності можна помножити (або поділити) 
на одне й те саме додатне число. При цьому знак нерівності 


не змінюється. 

Обидві частини нерівності можна помножити (або поділити) 
на одне й те саме від'ємне число. При цьому знак нерівності 
змінюється на протилежний. 


РОЗМИНКА З 


(9 Виконайте множення або ділення обох частин нерівності від- 
повідно до запису: 


1) 148) 4; 4) 2-8-7) 
4 Т. 
2) -<18|.(-1); СЕЕ и 
2 8 
3) 15х2 -4,5/:15; 6) ЕЕ >85 хм | 20. 


Наслідок із теореми 4 
Якщо обидві частини правильної нерівності, які є числами ОДНО- 


го знака, замінити оберненими до них числами і змінити знак 
нерівності на протилежний, то отримаємо правильну нерівність. 


Доведення 
Застосуємо теорему 4. Поділимо обидві частини нерівно- 
сті а»р на додатне число ар. Отримаємо правильну нерівність 


а р . 1 1 1 1 
—— > ——, Звідси випливає, що -»--, тобто — <. 
ар аб Б а а Б 
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Розглянемо такі приклади. 


1 1 1 1 
1) Якщо 243, то - 2» -. 2) Якщо -8<-2, то - - »---. 
2 3 8 2 
2 8 -8 -2 -1 
- —1——= = а == 
0 1 аа" х ља а 0 х 
м - ЛЬ ЧР 
0 11 1 х мл 11 0 х 
3 2 2 3 


логічні властивості мають і нестрогі нерівності. СЛІД ЗНАТИ! 
Т ми 314 справ иві т 1 подвійних нерівностей: з 
еореми 3 мираведи ЗНОНУ В ДОНЕМОЙ рвет Вимога «числа а і Р однако- 


вого знака (аб » 0)» є суттє- 
вою. Дійсно: нерівність 2 > -4 
є правильною, а нерівність 


1 1 
— <—— — неправильною. 
2 4 


. . 


У теоремах, які ми довели, ішлося про строгі нерівності. Ана- 7 олдзнлм 


• якщо а<х<6, с — будь-яке число, то а+с<х+с<6ь+с, 
а-с<х-с<6-с; 

• якщо а<х <р іс»0, то а-с<х:с<Б:с, а:с<х:с<0:с, с+0; 

• якщо а<х<6Б і с<0, то б-с<х:с<а-с, Б:с<х:с<а:с, с+0. 


соссссссссовововововоє 


Подвійні нерівності мають широке практичне застосування, 
їх зазвичай використовують для оцінювання значень різних ве- 
личин, таких як відстань, час, маса, ціна тощо. 


ооооовсововвоввовсвововововогог 
. 


ПОМІРКУЙТЕ : 
ПРИКЛАД 1 ` Які властивості нерівностей : 
Відомо, що 2<т<7. Оцініть значення виразу: : схожі на властивості рівнянь, : 
1) 4т; 2) -т; 8) 5-т; 4) 1,2т-0,6. - а які вІДрІЗНЯЮТЬСЯ ВІД них? : 
руна панда РИАННА 
"А Крок Зміст дії Результат дії : 
: Шааназар] 
: Ф. 1 Помножимо всі частини заданої нерівності на 4; 2<т<7 |-4; 2-4<т:4<7:4; | 
: 4»0, отже, знак нерівності не змінюється. 8«4Ат«28 : 
о нена анна : 
: КРОК 1 Помножимо всі частини заданої нерівності на - 1; 9<т<7 -(-1); -а»-т»-Т; : 
- -1«0, знак нерівності змінюється на протилежний. -Т«-т«-9 : 
: @) Запишемо вираз 5-т у вигляді -т+5 ідо всіх -7<-т<-2 |+5; : 
: КРОК 1 частин отриманої нерівності -7«-т«-2 додамо -Т-54-ті54-2-5; : 
: число 5. -245-т«8 : 
А ОР В НИ ОО ОА А А енен ноне енен не иене нин нани ннн Й 
: 4) Оцінимо значення виразу 1,2т, помноживши всі 2<т<т | 1,2; : 
КРОК 1 частини заданої нерівності на 1,2; 1,420, знак нее 2:1,2<т:1,2<7.1,2; : 
: рівності не змінюється. 2,4<1,2т<8,4 : 
| КРОК2  Віднімемо від усіх частин нерівності, отриманої на 2,4 «1,2т «8,4 |- 0,6; : 
: попередньому кроці, число 0,6. 1,841,2т-0,6 «7,8 и 


Відповідь: 1) 8<4т<28; 2) -7<-т<-2; 3) -2<5-т<8; 
4) 1,8 «1,2т -0,6 «7,8. 


Розділ 1 


оосовововсвовввсвовсввовссвовово 
. 


" КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ 


. 


: Під час множення всіх ча- 
· стин подвійної нерівності на 
: від'ємне число можна міня- 
іти не знак нерівності, а ліву 
: та праву межі нерівності. 


9<т<7 -(-1) 


. . 
. . 
оосососвсвсововсвсввсввовововввовововог 


сссссоссссввовововвввввовсввсвсвсвосвововог 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


Ө оцініть значення виразів дт; 2т+8; -т; 1-т, якщо: 
1) І«т«3; 2) 2<т<5; 3) -8<т<4; 4) -«А« т«б. 


Оцініть значення виразів що г. —2т; 5-2т, якщо: 


5) -9у«т «15; 7) -3,6<т<-1,8; 
6) -б«т«12; 8) -5,4<т<-2,1. 


= ПРИКЛАД 2 


Відомо, що сторона а ділянки квадратної форми набуває зна- 
чень 5<а<7 (у м). Оцініть периметр (у м) ділянки квадратної 
форми зі стороною, втричі більшою за а. 


Розв'язання 


оосовосссововсововововвсвовововвввсововвовввовсвсвсоввовсововсвввовссвсвсввовсовсвсвовововсвсововвсововссвсввосововвовоссовсоввововсовсвовововогогог 
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7" Крок 


соссссововсвсвсввввсвсовове 


7 Крок 


значення. 


КРОК 1 Оцінимо довжину сторони нової ділянки (у м). Для цього 
помножимо обидві частини даної нерівності на 3. 


КРОК 2  Оцінимо периметр нової ділянки (у м), тобто оцінимо зна- 4:15< 4.8а<4:21; 
чення виразу 4:За. 


. 
сосососсссвввововсвововововввовововсвввовсововввввовововвввовсоввововвововсовввоввсвсовсововввсвовсовсовсвоввссоовсввовововсовововововсвововововог 


Зміст дії Результат дії 


5«а« Т|3; 15«За«21 


60 <12а «84 А 


Відповідь: 60 <12а <84. 


Б ПРИКЛАД З 


На придбання м'ячів для спортклубу заплановано виділити 
суму від 2500 до 3000 грн. Визначте, скільки м'ячів можна за- 
купити на цю суму, якщо ціна одного м'яча становить 240 грн. 


Розв'язання 
Зміст дії Результат дії : 
КЕЕН БЕН РЕВЕ НЕ ЕНН РЕННЯ 
КРОК 1 позначимо шукану кількість м'ячів через п. Нехай п -- кількість м'ячів, пє М : 
Визначимо вартість усіх м'ячів та оцінимо її 5-240-п -- вартість усіх м'ячів. : 
За умовою 2500 «240:п < 8000 : 
Використаємо межі суми, запланованої для ку-  п-11 — найменше можливе зна- | 
КРОК 3 півлі м'ячів, і підберемо можливі значення п, чення, а п-12 -- найбільше мож- : 


пє М. 


ооссосовсовововововововововсововововог 


ливе значення кількості м'ячів е 


е 


ооооевососоовосооеосововососеовововосовеововосоевосвооосоевосососсвевососовввесвососоеовоесооеовововососововесосеовеовооосоевососоое о 
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Відповідь: 11 або 12 м'ячів. 


(9, ТРЕНУЄМОСЯ 


ө Розв'яжіть задачу. 


1) Вантажна машина перевозить № тонн вантажу, причому 
4,6<60<6,2. Оцініть загальну масу (у т) вантажу, який 
можуть перевезти 10 таких машин. 


2) Є дві декоративні коробки, дно кожної має форму трикут- 
ника з рівними сторонами. Довжина / сторони першого 
трикутника набуває значень 19,9<1< 20,1 (у см). Оцініть 
периметр (у см) другого трикутника зі стороною, удвічі 
більшою за сторону першого. 


8) Маса т однієї шоколадної цукерки набуває значень 
19,8 «т « 20,2 (у г). Оцініть масу всіх шоколадних цукерок 
у 10 коробках (у г), якщо одна коробка містить 30 таких 
цукерок. 


4) Для закупівлі навчальних посібників планується виділити 
від 950 до 1100 грн. Вартість одного посібника становить 
60 грн. 


а) Скільки посібників можна купити на заплановану суму? 


б) Яку найбільшу кількість посібників можна купити на 
заплановану суму, якщо вартість одного посібника збіль- 
шиться на 10 %? 


@9 Порівняйте числа с і п, якщо відомо, що правильною є не- 


рівність: 
1) с+5>п+5; 8) 5с25п; 5) -бсє-бп; 
2) с+(-3)<п+(-3); 4) =п<20; 6) -13с+1>-13п+1. 


@ Відомо, що Р« А. Порівняйте вирази: 
. : 1. 1 
1) 5+6 1 5+8; 8) –6 і –; 5) те і то 
у . В . б 
2) 46 1 48; 4) -5Б і -5А; 6) зе і Е 


з Для переможців інтелектуального конкурсу планується ви- 
ділити призовий фонд від 42 до 55 тис. г. о. для придбання 
електронних книг за ціною 8200 г. о. Скільки цих гаджетів 
можна придбати на заплановану суму, якщо в разі закупівлі 
більше ніж 11 гаджетів діє знижка 15 % на кожну одиницю? 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Основним показником якості 

шоколаду є відсотковий вміст 

какао-продуктів -- тертого ка- 

као й какао-масла. Наприклад: 

• у молочному шоколаді має 
бути не менше 25 % тертого 
какао; 


у темному -- не менше 40 96 
тертого какао та не менше 
20 96 какао-масла; 


• у гіркому -- не менше 55 96 
тертого какао та не менше 
33 % какао-масла. 


Розрахуйте (у г) вміст какао- 
продуктів у 100 г шоколаду 
кожного виду. 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Хто з трьох подруг наймолод- 
ша, якщо лише одне з наведених 
тверджень є хибним? 


• Аліна старша за Вікторію. 

- Софія молодша за Вікторію. 

» Сума віку Вікторії і Софії до- 
рівнює подвоєному віку Аліни. 


• Софія старша за Аліну. 


ачрес 


ссссовссвсоввовсвсввввсвввсввсвввввовового 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


»- Найбільший у світі басейн 
розташований у Чилі. Його 
довжина близько 1 км, пло- 
ща -- близько 8 га, об'єм -- 
близько 300000 м. 


» Найглибший на 2016 р. басейн 
«Ү-40 Тһе Оеер Јоу» (Італія) 
має глибину 42 м і наповнений 
термальною водою за темпе- 
ратури 32-34 °С. На різних 
глибинах є платформи і штучні 
печери для дайверів. 


Мартін Гарднер (англ. Магіл 
Сагапег, 1914-2010) — аме- 
риканський математик, популя- 
ризатор науки, письменник. Він 
спеціалізувався в галузі ціка- 
вої математики, поширюючи 
математичні методи мислення. 
Відомі його коментарі до тво- 
рів Льюїса Керролла. Перша із 
понад 70 книжок Гарднера ви- 
йшла друком у 1952 р., остан- 
ня — у 2009 р. 
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Розв'яжіть задачу. 

1) Одна зі сторін трикутника дорівнює 12 см, друга — 15 см. 
Визначте найменше і найбільше цілі числа, якими може 
виражатися довжина третьої сторони трикутника (у см). 


2) Порожній басейн, об'єм якого дорівнює 3000 л, почали за- 
повнювати водою. Скільки літрів води має надходити до 
басейну щогодини, щоб через 5 год він був заповнений не 

: 4 А з ; 
більше як на Е об'єму, але більш ніж на половину? Відо- 


мо, що швидкість п заповнення басейну виражається цілим 
числом сотень літрів за годину, а потужність труби, через 
яку заповнюється басейн, не менша ніж 300 л/год. 


5) Відомо, що 2<т «5. Оцініть значення виразу: 

1) Зт; 2) т-4; 3)-т; 4) 8-т; 5) -0,бт; 6) нь: 
6) Відомо, що 4А«с «6. Оцініть значення виразу: 

1) с-11; 2) 5с+1; 3) -с; 4) -0,2с; 5) 7-2с; б) =с-8. 


Ф Відомо, що д»5, Р» а, Б<Е. Розташуйте в порядку зростання: 


1 1 1 1 
2) числа зі —, —, —, 


1) числа а, Б, Е, 5; 
Р Е 5 


(8) Оцініть: 
1) периметр квадрата зі стороною п, якщо "73 9 8 5 


2) довжину сторони квадрата, якщо відомо, що периметр Р 
квадрата задовольняє умову 45 +16<Р< 45 +20; 


8) величину, обернену до довжини сторони рівностороннього 
трикутника, якщо відомо, що його периметр Р задовольняє 
нерівність 2,4< Р<8,6. 


(9) Користуючись тим, що 1,7 < З «1,8, оцініть значення виразу: 


т)4/3; 2) «/8 -0,7; 3) 8 +1; 4) 3-3; 5) 104/3; в 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо а<-8, то -а»3. 

2) Якщо х»б5, то х>1. 

3) Якщо у«-2, то у«-4. 

4) Якщо один автобус може перевозити не більше 20 пасажи- 
рів, то З таких автобуси можуть перевезти 58 пасажирів. 

5) Якщо в книгарні ціна будь-якої однієї книжки не менша 
ніж 30 грн, то 5 книжок можуть коштувати 140 грн. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 1 


Укажіть нерівність, що є правильною, якщо 
т -- будь-яке дійсне число. 


:тя4120 2т2>0 т?20 т-1<0 


. 
оосссссосввввовсовсввоввовсововсвсовововсвссвсововссовсвсоосвововововог 


Оцініть значення виразу 2х, якщо -А«х «б. 


оосссссововвовововссвововввововсововсвововсовововсовввссоовсвооооо 
. . 


А Б В Г 


разу 1-у. 


@ Укажіть нерівність, яка є правильною для 
всіх дійсних чисел с. 


с=4>с=8 | с=-2>с=1 | З+е>4+е | дже>1+е 

@) Галина завжди прибирає свою кімнату не 
менше ніж за 30 хв. Учора дівчина впорала- 
ся за ї хв. Якому числу може дорівнювати і? 


оосссссовсоввввововсвовсвоввсввовсосовсоввоввовссовсввсвсвсссвсососовввовог 
. 


: Б в г 
г 36 25 10 8 Р 


. 
. . 
ооооооооооооововооосововоовооооеововоосоооовооооооооовоооооо е 


ЗАДАЧА «НАПИС НА ЕТИКЕТЦІ» 


Етикетка на 6-літровому бутлі мінеральної негазованої води 


має напис: «Об'єм бдм? +1 %». 


@ Нехай у такому закоркованому бутлі міститься У л води. Ура- 
ховуючи напис на його етикетці, оцініть значення У. 


ө) Для учасників олімпіади слід замовити 596 л цієї води. Було 
закуплено 50 упаковок, у кожній — два 6-літрові бутлі. « 
1) Оцініть значення об'єму закупленої води (у л). 
2) З'ясуйте, чи достатньо води було закуплено. 


оосссосововвввсвовсовввввввсвсовсвововововсввсвввововогво 


й Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи 


Установіть відповідність між тверджен- 
ням (1-8) та виразом (А-Г), для якого це 
твердження є правильним. 


ооссоссвоовсввввовввовововввсввововвовввсвсвовововсвссввввовового 
. . 


у 1 Значення виразу більше за нуль : 
для всіх дійсних чисел а 


Значення виразу менше від нуля 
для всіх дійсних чисел а 


3 Значення виразу дорівнює нулю : 
для всіх дійсних чисела 


А || 4ач(а-2) -а? -4 : 


Б а(а+4)-а?+2 
В 4а+а? -(а+2)? 
г а(а–4)+4а+2 і 


е 
е 


. 
оосссоссововввсвовововвсвововсоввсвсввввововсовововсововововогвовог 


Ф Підлога хореографічного залу має форму ква- 
драта. Довжина р сторони цього квадрата за- 
довольняє нерівність 19,5<0<20,1 (у м). 


1) Оцініть периметр цього квадрата (у м). 


2) Оцініть периметр підлоги іншого хорео- 
графічного залу квадратної форми (у м), 
сторона якого утричі більша. 


+64 
8 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Леонард Смирнов, професор 
Одеської державної академії 
холоду, розробив технологію 
опріснення морської води й очи- 
щення її від домішок шляхом 
заморожування в особливих 
умовах. Результати досліджень 
планується застосувати в країнах 
Африки та Південної Америки. 


2 РАР , якщо 


(8) доведіть нерівність 
х20. 
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Розділ 1 Г 


Э о З 


| Див. приклади 2, 3 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 


Бариста — фахівець із приготу- 
вання кави. Бариста має знати 
ази виробництва кави, розпізна- 
вати її сорти, визначати ступінь 
обжарювання зерен за смаком 
та запахом, уміти готувати до 
40 видів кави та кавових напоїв. 


За стандартами мережі кав'я- 
рень 5їагоиск5 бариста повинен 
готувати першокласний еспресо 
за 17 секунд. Бариста має бути 
творчою людиною -- уміти ма- 
лювати на молочній пінці, роз- 
робляти рецепти напоїв. 


ЕН оз 
ТО ВЕ $5МАРТ 


Радимо прочитати 
книжки Мартіна Гарднера: 


«Найкращі математичні ігри 
та головоломки»; 


• «Нові математичні розваги»; 


«Загадки Сфінкса та інші ма- 
тематичні головоломки». 
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(1 Оцініть значення виразів Зт; Зт-2; -т; 4-т, якщо: 
1) 1<т<5; 2) -4<т<8. 


Оцініть значення виразів об 5 -8т; 6-Зт, якщо: 
3) -10«т «16; 4) -6,8«т«-4,2. 


0 Розв'яжіть задачу. 
1) Об'єм с однієї повітряної кульки набуває значень 5,3 «с «6,8 
(у дм?). Оцініть загальний об'єм 1000 таких кульок (у дм?). 
2) Клумба має форму п'ятикутника, усі сторони якого одна- 
кові. Довжина а його сторони набуває значень 4,8«ах«5,1 
(у м). Оцініть периметр (у м) іншої клумби у формі та- 
кого самого п'ятикутника, сторона якого удвічі більша. 
3) Кавовий автомат наливає в чашку т мл кави лате, причо- 
му 95« т «105. Оцініть загальний об'єм напою (у мл), що 
замовили 5 співробітників, якщо кожен узяв по 8 чашки. 
4) У кінотеатрі планується поставити дивани. Для їх виготов- 
лення потрібно виділити від 30 000 до 40 000 грн. Вартість 
одного дивана становить 2300 грн. 
а) Скільки диванів можна закупити на виділену суму? 
б) Яку найбільшу кількість диванів можна закупити на цю 
суму, якщо вартість одного дивана збільшиться на 20 %? 


Бонусні завдання 
(3) Спробуйте довести теореми З і 4 для подвійних нерівностей: 
• якщо а<х<6, с — будь-яке число, то а+с<х+се<6+с; 
• якщо а<х<6Б 1 с>0, то са«сх«ср; 
• якщо а<х<6Б 1 с<0, то срасх«са. 
4 Для трьох чисел т, п, р справедлива нерівність т <п < р. Роз- 
Е 1 1.1 
ташуйте в порядку зростання числа --, — і —, якщо чис- 


т п р 
ла т, пір: 1) додатні; 2) від'ємні; 3) т<0, п>0, р>0. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Відомо, що хє 1-3; 1; 2). Знайдіть найбільше значення виразу: 


1) х+8; 8) 5х; 5) -1-Тх; 7) 
х 
ау 24; 4) 5-22; 6) -2-9х; 856-2. 
Ж 


ё 


се Подібно до інших природничих наук, матема- 
тика є грою, у яку ми граємо з навколишнім світом, 


із Всесвітом. 99 Мартін Гарднер 


Ви дізналися про основні властивості числових нерівностей і навчилися застосову- 
вати їх для оцінювання значень різних величин 


Ви навчитеся додавати й множити числові нерівності, оцінювати значення виразів 


Ви зможете пропонувати оптимальні варіанти розташування об'єктів за заданими 
умовами 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Кіностудія знімає серіал із х серій, 18« х 424. Кожна серія 
триває у хв, 30«у«40. Як оцінити загальний час показу всього 
серіалу (у хв), якщо транслювати його без перерви й реклами? 


Коментар до розв'язання 


Щоб знайти загальний час показу серіалу, необхідно трива- 
лість однієї серії помножити на кількість серій. Оскільки в умові 
подано не конкретні значення хі у, а межі, у яких вони містяться, 
то для розв'язання задачі слід перемножити дві нерівності. Ви- 
никає питання: як у цьому випадку знайти значення добутку х'у? 


«Щодня ми використовуємо 
числа...» -- цими словами по- 
чинається телесеріал «Числа» 
(2005-2010), який привернув 
увагу викладачів та науковців. 
На основі цього серіалу було 
розроблено освітню програму 
для школярів, спрямовану на по- 
глиблене вивчення математики. 
У 2006 р. пройшов присвячений 
серіалу симпозіум Асоціації 
, сприяння розвитку науки. 


Існують правила, за якими можна виконувати окремі арифме- 
тичні дії з нерівностями. Розглянемо відповідні теореми, які для 
зручності будемо доводити для строгих нерівностей. Зауважимо, 
що ці теореми справедливі також у випадку нестрогих нерівностей. 


Теорема 1 (про почленне додавання нерівностей) 
Результатом почленного додавання правильних нерівностей 
одного знака є правильна нерівність того самого знака. 


1) Якщо а»р і с»а, то ачс»рьча. 


2) Якщо а«р і с«д, то а+с<ь+а. ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 2 


Доведення 


1) Доведемо перше твердження, застосувавши метод різниці. гай РУ 


Запишемо різницю (а+с)-(6+4) і перетворимо її: ПАРЕ 2 Ера а 
(а+с)- (6+0) =а+с-ь-4=(а-ь)+(с-а). 
За умовою а»рР і с»а, тоді а-Ь»0 і с-а>0, таким чином, 
(а-ь)-(с-а)»0. Отже, (а+с)-(6+4)>0, звідси а+с>Ь+а. 
2) Аналогічно доводять друге твердження теореми для нерівно- 
стей а<6 і с<а. 


ОЕ ЕР 


Розділ 1 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ ) 


е числові нерівності 

е подвійні нерівності 

е почленне додавання 
нерівностей 


е почленне множення 
нерівностей 


©  СЛІДЗНАТИ! 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


СВЕЗСЕМ рО 
РІМІХОЕХо 


Знаки нерівностей у музиці 
Із початку ХМІЇ ст. в музичних 
творах почали використовувати 
знаки «<» і «>» для позначен- 
ня відтінків у музиці. Крещендо 
(італ. сгезсепао) -- поступове 
збільшення сили звуку; диміну- 
ендо (італ. аїітіпиепао) -- по- 
ступове зменшення сили звуку. 


3 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


При а>0, Б>0, с»0, 4»0: 
е 2) Ве 


Са 240) 
ас»ра ас«ра 
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9 КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ Е 
, У випадку, коли додають строгу і нестрогу нерівності, ре-: 
: зультатом буде строга нерівність. ; 


Розглянемо приклади: 
= > сафа 
р Е>2-4 2) [т<9 3) 427 о.га 3 
І»5 п «-13 Е > 8 
Е+1>1; т+п<-4; а+Е>10; а+с<-8. 


Нерівності а»Р і с> (або а <Б і с<а) називають нерівно- 
стями одного знака. 


Нерівності а»Рр і с<а (або а <Б і с>) називають нерівно- 
стями протилежних знаків. 


Зауважимо, що теорема 1 справедлива й у таких випадках. 


1) Почленне додавання трьох і більше нерівностей: 


а > б 
аг > ба с2Ь5 
: наприклад: +4Е > З 
а, > б, 8> 7 
ау +а5+...+а, > 0 +05 +...+6,; с+Е+8>18. 


2) Почленне додавання подвійних нерівностей: 


ЭЭ Ере 

с<у<ӣ наприклад: |-2< у «1 
а+с<х+у<6Ь+а; -1<х+у&5. 

РОЗМИНКА 1 

с) Виконайте додавання нерівностей: 
1) а<3 і п«6; 3) х«82-48 10825483; 
2) х»25 і у234/5; 4) -104ь«8 і -12<х<3; 


Теорема 2 (про почленне множення нерівностей) 


Результатом почленного множення правильних нерівностей 
одного знака, у яких ліва і права частини -- додатні числа, 
є правильна нерівність того самого знака. 


1) Якщо а»ь, с»а іа, Б, с, д -- додатні числа, то ас»ра. 


2) Якщо а<6, с«а іа, Б, с, а — додатні числа, то ас« Ра. 


Доведення 

1) Доведемо перше твердження, застосувавши метод різниці. 
Запишемо різницю ас-Фа і перетворимо її, додавши й від- 
нявши вираз Рс. Маємо: 
ас-Ьа-асчрс-рс-ра-(ас-рс)-(рс-ра)- с(а-В)-Ь(с- а). 
За умовою а»р і с»а, тоді а-РЬ»д і с-4»0. 
Звідси с(а-Ь)»0 і (с-4)»0. Отже, с(а-р)--Б(с-а)»0. 
Таким чином, ас-рРа»д, звідси ас»ра. 


2) Аналогічно доводять друге твердження теореми для нерівно- 
стей а«Ь, с« а. 


Наслідок із теореми 2 


Якщо а»р іа, Б — додатні числа, то а> 6", де п — на- 
туральне число. 


Наприклад: 


е із того, що 5»3, випливає, що 52 » 88; дійсно, 25»9; 


2 1 2 ў г 4 
е із того, що — < —, випливає, що | — | <| — |; дійсно, —<—. 
= 5 2 Б. б | Б | 25 4 


Спробуйте довести цей наслідок самостійно, використовуючи 
теорему 2. (Перевірити правильність доведення ви можете, звер- 
нувшись до інтернет-підтримки підручника.) 


Зауважимо, що теорема 2 справедлива й у таких випадках. 


1) Почленне множення трьох і більше нерівностей: 


якщо 01, 25, ..., а, Б, 0, ..., Б, -- додатні числа, то 
а > б 
х а > ба с> 8 
: наприклад: х5Е > З 
а, > б, 8> 7 
ар ага > 61:65 -...:6,5 с-Е:8>168. 


2) Почленне множення подвійних нерівностей: 
якщо а, р, с, д-- додатні числа, то 


"о м 
с<у<а наприклад: (2&< у &7 
асаху« Ба; 2<х:у<28. 


РОЗМИНКА 2 

Ө Виконайте множення нерівностей: 
1) х<31ілп<2; 3) х<10+4/19 і у<10-4/19; 
2) х>24/5 і у>34/5; 4) 10<6<15 і 3<х<9. 


$3 


еовоосооовосоовосеоев 


ПОМІРКУЙТЕ 


еоовоооовоо 
е 
4 
4 
4 
А 
е 
е 


" Спробуйте навести графічну : 

: інтерпретацію теореми 2, ви- : 
користовуючи формулу пло- | 
щі прямокутника (с. 28). 


еооооооеовооовове 


ооеооооооовооооовое 


СЛІД ЗНАТИ! 88; 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Евклід у трактаті «Начала» до- 
вів, що середнє геометричне 
двох додатних чисел не більше 
за їх середнє арифметичне та 
не менше від їх середнього гар- 
монічного, тобто правильною є 


2а 


нерівність: 


р +6 
«ав < 
ач 


і 


сосососовововововог 


ПОМІРКУЙТЕ 


еоооооовооо 
е 
д 
4 
е 
А 
е 


77 Чи є подані твердження пра- : 


: вильними? 


: Якщо а>17 і с>5, то: 


1) а+с>22; 
: 2) а+с>20; 
:3) а+с>238; 


4) а-с»12; 
5) с-а>-12; 
6) ас>85. 


: Якщо а <17 і с<5, то: 


8) 8а+2с<52.: 


Розділ 1 


З окремими прикладами оці- : 
нювання значень величин ви : 


знайомились у $ 2. 


сосссоссвсоввввсвововсововововововового 


Часто значення величин, які є результатами вимірювань, до- 
сліджень тощо, не є точними. У цих випадках можна встановити 
лише межі, у яких розташоване точне значення. Тоді говорять, 
що можна оцінити значення шуканого виразу. 

Розглянемо, як оцінювати значення виразів, використовуючи 
теореми про почленне додавання та множення нерівностей. 


ПРИКЛАД 1 


Відомо, що 2<а<5, 12<с<16. Оцініть значення: 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Архімед (ІЇ ст. до н. е.), об- 
числюючи довжину кола, оцінив 


10 1 
значення числа л: 3—— <7п<8— . 
71 7 


1) суми а+с; 
2) виразу -с; 


8) різниці а-с; 


4) добутку а:с; 


1 
5) виразу -; 
с 


а 
6) частки —; 
с 


1 
7) виразу Р 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії : 
и 4 
. 2«ах« 5 : 
КРОК 1 Застосуємо теорему про почленне додавання нерівно- оо оо ЗБ 
н 1А <а+с<21 З 
КРОК 2 Помножимо обидві частини другої заданої нерівності 12<с<16 |=); : 
на –1, змінивши знак нерівності на протилежний. -12»-с»-16; -16<-с<-12 : 
2 < а< 5 і 
КРОК З Запишемо вираз а- с у вигляді суми а+(-с) і додамо "| 16.-с«-12 : 
почленно дві подвійні нерівності. -14-4-02-7 : 
. е 2 <а< 5 5 
КРОК 4 Застосуємо теорему про почленне множення нерівно- 12526216 ( 
бом: 24<а:с<80 $ 
Використаємо наслідок із теореми 4 про множення не- 12<с<16; : 
КРОК 5 | . І і її 1 1 1 1 1-1 : 
рівності на число (с. 28): якщо ар>0 і а>б, то <. >> —; <— < : 
а 12 с 16 16 с 12 Н 
А 2 <а< 5 : 
а 
Запишемо частку — у вигляді добутку а: і засто- Х)1 2121. 
КРОК 6 с с 16 с 12 
суємо теорему про почленне множення нерівностей. і а 5 
8 ес 12 
Е . б< За «15 
Запишемо порядок виконання дій для оцінювання | И 
КРОК 7 Б Бан 


С С с 
заданого виразу: За -з 2 » – 7 » Е! 


-Феба- «9 
2 


сососсссссвововвовсововвввсвссвоввввовсвсвсввввввовсвововвсвсовововвовсововововововововсвсвсвововсовововововсовсвсвввововсввсввоввсвсовововововог 
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Відповідь: 1) 14<а+с<21; 2) -16<-с<-12; 3) -14<а-с<-7; 


1 


1 а 5 
< < 


4) 24<а:с<80; 5) | аа 
16 с 12 


; 6) 


; 7) -2«8а- «9. 
8 с 12 2 
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Ф ТРЕНУЄМОСЯ 
Ө оцініть значення виразів а+5; с-б; а+с; -с; а-с; 2а; 


с С А 
–—; Т, якщо відомо, що: 


8 
1) 1<а<2, 8<с<6; 2) 4<а<11, 9<с<15. ЗНАЙДІТЬ ПОМИЛКУ 
Оцініть значення виразів а:с; 2А РЕ - кб Р ; Оцініть значення виразу б с, 
7 4 с а якщо 2<6<7, 3<с<5. 
(2-е) якщо відомо, що: Розв'язання 
с _2<0<7 
8) 5<а<20, 4<с<10; 4) 1<а<10, 25<с<50. 8<с<5 
2-8<0-с<7-5; 
Ви навчилися доводити нерівності методом різниці (див. $ 1). 1<р-с<9. 


Існує ще кілька стандартних методів доведення нерівностей. Роз- 
глянемо один із методів, що базується на використанні почлен- 
ного множення очевидних або раніше доведених нерівностей. 


5 ПРИКЛАД 2 


Доведіть нерівність (1+а)(1+5)(1+с) 28/абс, якщо а20, 


620, с20. 
Доведення 
Крок Зміст дії Результат дії 
Застосуємо нерівність Коші для двох чисел За Умовою а20, 520, с20, тому: 
тти окремо для кожного множника лівої частини |1+аг224/а, 


даної нерівності: = 2 үаб, якщо а20, 220. 1+6>24/Ь, 
Звідси а-Ь22 аб. 1+с>224с 


Т (1+а)(1+5)(1+с)>22/а :2 -24/с, 
КРОК 2 Помножимо одержані нерівності за теоремою 
про почленне множення нерівностей. тобто (1-а)(1-Б)(1-с)28 абс. 
Нерівність доведено. 


оосссссовсовововвсвсвсввсовввоввовсоввовввововововввовововововововсвсвсвсовововвввсововсввововововввосвсововововосвовововвсвсоссвововссососсвовоооо 


7, ТРЕНУЄМОСЯ 
Фтеенуємося аа 


І ІО 
оведіть тве ження: 
Ө Довед А ТО ВЕ 5МАВТ 


1) якщо а25, 628, то ар240; А 
2) якщо а>2, Ь>12, то ар 224; Для доведення нерівностей та- 
кож застосовують методи: послі- 


3) якщо а-Ь24/3, ачь2113, то а? -Ь2 233; довних наближень; математичної 
4) якщо а-ь2./5, ачь213.5, то а? -Ь2265. оона бронь 

І М математичного аналізу, геоме- 
Доведіть нерівність за умови, що 2а 20, 620, с20: тричних міркувань, спеціальних 
5) (а2+4)(62+4)>16аь; т) (1+а)(3+6)(3+с)>244/аьс; || нерівностей (Коші — Буняков- 


ського, Бернуллі, Юнга та ін.). 


6) (а2+9)(02+9)>36аь; 8) (2+а)(2+6)(1+с) 2164/абс. 
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сососссвссвсовововввсвсовсовововвввсвсвсововововогое 


сососсссоввввовсововввсовсвовового 
• 


Розділ 1 


Крок 


КРОК 1 


КРОК 2 


КРОК З 


Основні властивості нерівностей і теореми про почленне до- 
давання й множення нерівностей часто застосовують для розв'я- 
зування геометричних і текстових задач. 


= ПРИКЛАД З 


Доведіть, що сума відстаней від довільної точки, розташова- 
ної всередині трикутника, до його вершин більша за півпериметр 
цього трикутника. 


Доведення 
б Нехай у трикутнику АВС (рис. 1) точка К -- довільна точка 
: 1 

РИсе всередині трикутника. Доведемо, що КА+КВ+ КС > 2А АВС: 
Зміст дії Результат дії 
иі 
Запишемо нерівність трикутни. лАКВ: АК+КВ> АВ; : 
ка для кожного з трьох утворе- АВК: ВК+КО> ВС: - 
них трикутників (для сторін АВ, " ' : 
Додамо почленно отримані нерів» (дк + кВ)+(ВК+КС)+(АК+КС)> АВ+ВС+АС; | 
ності й спростимо ліву та праву : 
частини одержаної нерівності. ДАК ВК СК)» Р, авс : 
й з 1 : 
Поділимо обидві частини остан дк. ВК+СК> Р, двс. Твердження доведено. : 
ньої нерівності на 2. 2 : 


. 
сосососововввовововововововсвоввввввввсвововсвовсовововвсвововововсовововововововововсвововововввввоввововововвсвссвввовсовоососововег 


Крок 


КРОК 1 


КРОК 2 


= ПРИКЛАД 4 


У майстерні виготовляють вітражні вікна прямокутної форми. 
Довжина й ширина кожного вікна дорівнюють а мір м відповід- 
но. Оцініть площу 5 (у м?) вікна, якщо за технічними умовами 
дозволено такі його розміри (у м): 0,8«ах« 1,2; 1,4«Ь«2. 


Розв'язання 
Зміст дії Результат дії - 
НА 2222222 2 2 
Пригадаємо формулу для обчислення площі пря- 5 ь : 
мокутника. "зі : 
п «а «12 : 
Оцінимо значення добутку а:Ь, тобто площу прямо- 14<0 <2 : 
кутника, помноживши дві задані нерівності. 1,12<а:6<2,4; : 
1,12<5 <2,4 . 
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е 
сосососссвсвсввввовссвовсвовсвссвовововсвовввввсвоссвовововсвсвсововововссвовововсвсвсвовсвсвссвввовсссвсвсвовсовсвсововововссвосвововсввввовового 


Відповідь: 11245 «42,4. 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


Ө Розв'яжіть задачу. 


1) Підприємство виготовляє газонну траву у вигляді килимків 
прямокутної форми. Ширина такого прямокутника стано- 
вить а см, довжина — б см. Оцініть площу 5 (у м?) прямо- 
кутника, якщо 55 «а« 60, 480<6‹< 500. 


2) Для доставки річкового піску виділено т вантажівок. Кож- 
на вантажівка може перевезти п тонн піску за один рейс. 
Оцініть масу (у т) піску, який перевезуть вантажівки за 
один рейс, якщо 5<т<8, 10«п«12. 


3) На сезонну роботу запрошують від б до 11 аніматорок. 
Кожна аніматорка щодня має працювати з групою дітей, 
кількість яких не менша від 4 і не більша за 10. Знайдіть: 
а) найменшу; б) найбільшу загальну кількість дітей, із яки- 
ми займаються аніматорки щодня. 

4) Ціна на пшеницю залежить від ціни на дизельне паливо. 
Ця залежність виражається формулою у«Ех-160, де х — 
ціна 1 л дизельного палива (у г. о.); у — ціна 1 т пшениці 
(у г. о.). Відомо, що протягом року ціна 1 л дизельного па- 
лива була не менша від 4 і не більша за б г. о. 

а) Знайдіть значення коефіцієнта ё, якщо протягом року 
мінімальна ціна 1 т пшениці становила 166 г. о. 

б) Визначте найбільшу ціну (у г. о.) 1 т пшениці протягом 
цього року. 


є Відомо, що -2< т Є 5. Оцініть значення виразу: 


1) 5т; 3) -1п; 5) 2+(-4); 
8 2 
2) т-ї; 4) 2т+8; 6) 1-10т. 


Ө Відомо, що 3<х<9, 3<у<7. Оцініть значення виразу: 


1) х+у; 3) -х-уї 5) б. 
2) ху; 4) 2; 6) 2х-3у. 


Ө відомо, що т> 2,5 і п>1,2. Порівняйте: 
1 


пр 3) т? і бп; | 5) (тал) 125; 
т п 
2) т-10п і 2т; 4) пд 11; 6) (т --1,5)(10п-3) 135. 


Ө відомо, що а<6, Б>т, т<а, т>с, 0»с, тс«0. Розташуйте 
Ї 


1 1 1 
в порядку зростання числа —, -, --, 
а Б'т с 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• Пшеницею, яку вирощують 
щороку в Україні, можна на- 
годувати сотні мільйонів голо- 
дуючих у світі. 


• Одне зернятко пшениці -- це 
приблизно 20 мг борошна 
першого сорту, один батон -- 
приблизно 10 тис. зерен. 


• Із 500 г білого хліба організм 
людини отримує 17 96 каль- 
цію, 6196 фосфору, 4896 маг- 
нію, 70906 заліза від необхідної 
добової норми. 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 
Перевірте правильність мір- 
кувань. 

Якщо а»Р, то а> 2Ь. 


а, Б — додатні числа, 20. 
а»ь|ь 
ар» 
а-ь»ь-ь|-(а-а) 
аь-аа»р-рь-а а 
а(ь-а)»(ь-а)ь-а) |:(2-а) 
а>ъ+а |+(а >) почленно 
2а>2Ь+а |-а 
а> 26 


Тобто з того, що >60, 
випливає, що а> 20. 


Марина В'язовська (нар. 1984, 
Київ) -- українська вчена, ма- 
тематик, доктор природничих 
наук Боннського університету 
(2013). Розв'язала задачу па- 
кування куль у 8-вимірному та 
(у співавторстві) 24-вимірному 
просторах, яка має велике зна- 
чення для покращення переда- 
вання сигналу (мобільний теле- 
фон, Інтернет тощо). 

За розв'язання цієї задачі Марині 
було присуджено у 2016 р. пре- 
мію Салема, а у 2017 р. премію 
Математичного інституту Клея. 
Задачу про найщільніше паку- 
вання куль поставив ще в 1611 р. 
німецький учений Й. Кеплер. 


Дізнайтеся більше: їћеикгаіпіапѕ. 
ога / тагупа-ууатоузка / 
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Ө відомо, що а«-10, Б>11, с<6Ь, ас<0. 


1) Зобразіть числа а, Б, с на координатній площині. 


а 1 1 1 
2) Розташуйте в порядку спадання числа —, -, -, 


с Скіль 
ки розв'язків має задача? а Б с 5 


(6) Розв'яжіть задачу. 


1) Сторони трикутника менші ніж 124 см, 1,5 мі 1 м 7 см. 
Доведіть, що півпериметр трикутника менший ніж 2,25 м. 


2) До дня народження Марина хотіла купити фрукти й сік. 
Визначте, чи можна на суму 350 грн придбати 7 кг яблук 
112 упаковок соку, якщо межі ціни 2 (у грн) 1 кг яблук і ціни 
р (у грн) упаковки соку становлять 12<2<15 і 15<р<20. 


8) Доведіть, що периметр опуклого чотирикутника більший, 
ніж сума довжин його діагоналей. 


4) Олена планує купити 12 зошитів у клітинку й 10 зоши- 
тів у лінійку. Ціна зошита в клітинку не перевищує 8 грн, 
у лінійку — 5 грн. Доведіть, що Олені на всю покупку ви- 
стачить 125 грн, ураховуючи, що дівчина скористається 
карткою магазина, яка надає право на знижку 15 %. 


Чотири об'єкти розташовані у вершинах опуклого чотирикут- 
ника АВС (рис. 2). Точку доступу №і-Еі потрібно розмістити 
так, щоб сума відстаней від неї до всіх чотирьох об'єктів була 
найменшою. Визначте, де саме її потрібно розмістити. 


8 На морському узбережжі розташовано два готелі. На рис. З 
їх позначено точками А і В, пряма І — берегова лінія. Для 
гостей цих готелів заплановано побудувати на березі пляжну 
зону (точка С) і дорогу, що з'єднає готелі з пляжною зоною. Де 
має бути розміщена пляжна зона, щоб довжина дороги (тобто 
сума відстаней від точки С до точок А і В) була найменшою? 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обтрунтуйте. 


1) Якщо 0<х5<5 1 0<у<6, то значення виразу ху може до- 
рівнювати 29. 


Р 
2) Якщо 10<х‹«20 1 с , то значення виразу Х може 


1 

2 у 
дорівнювати 100. 

3) Якщо -1<х<1 і у245, то значення виразу ху може до- 
рівнювати 0. 


4) Якщо т -п 210? і «т п 2108, то т-п21019, 


5) Якщо зараз у дитячому садку присутні від 5 до 8 вихова- 
телів і з кожним вихователем -- не менше ніж З дитини, 
то найбільша кількість дітей, які можуть перебувати зараз 
у садку, дорівнює 24. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 2 


(19 Відомо, що б«т«8 і 2<п <3. Оцініть зна- 
чення виразу т+л. 


сосссссововововвовввововововвсввсововввовсввововововсовововового 


12<т+п<24: 


8<т+т<12 : 


оооооооооеооооеооосоооововососоовосоооеоесоеововососеооооеооооое ео 


(2 відомо, що 5<а<9 і 1<6<4. Оцініть зна- 
чення виразу а-Р. 


сосоовссвосвовововвоововввввввововововововововововововвовового 


1 
разу —. 
р 
А Б В [8 
—7<-—<-4 Фо ри А2220 
р р 414 р 7 р 


ооооооооооовововоссооовосовоововосоовоосововососоосвоосососое 


(4 Відомо, що 4<р<10 і 2«4 «6. Оцініть зна- 


чення виразу 9+ г: 


ооооооооооооооовоооввовосовосоввссооооовсововововосооосоооое 


А 10<4+2.<26 В 


Б 6<4+2-<16 г 


6 Ціна 1 кг картоплі не менша від 7 грніне 
більша за 9 грн. Тарас за 8 кг картоплі за- 
платив т грн. Укажіть число, яке може 
бути значенням т. 


сосссссовововввввововововввсвсввввовввовсвововововосвововогвово 
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і й Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи 


(6 Відомо, що 10«х «100, 2<у<5. Установіть 
відповідність між початком речення (1-38) 
та його закінченням (А-Г) так, щоб утво- 
рилося правильне твердження. 


сососсовововвввввсоввоввовввовсововововвсвсвсввввсвсвсвсоввосововег 


1 Значення виразу ху 

2) Значення виразу з 

З Значення виразу і 

А більше за 0,02 і менше від 0,5. 
Б більше за 20 і менше від 500. 
В більше за 0,2 і менше від 5. 

г більше за 2 і менше від 50. 


сосососововсовововововввовововсововововововововсвовововововог 


@ Майстер виготовляє дерев'яні декоративні 
дощечки прямокутної форми. Ширина тако- 
го прямокутника становить а см, 10<а‹< 20, 
довжина - Р см, 15«Р«380. 


1) Оцініть площу 5 (у см?) цього прямокут- 
ника. 


2) Оцініть периметр Р (у см) цього прямо- 
кутника. 


68) Доведіть нерівність (1+а)(1+5)> 44а, 
якщо а 20, 620. 


Розділ 1 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 


Ті, хто в майбутньому планують 
працювати в галузі будівництва, 
отримують необхідні знання для 
проєктування, спорудження, 
експлуатації, реконструкції ав- 
тодоріг, будівельних об'єктів, 
а також знання в галузі новітніх 
та енергозберігаючих техноло- 
гій створення ефективних кон- 
струкцій і матеріалів для буді- 
вельно-монтажних робіт. 


Дізнайтеся, чи є у вас хист до 
роботи будівельника: 

ргої. о5міїа.огд.ца/икК / деїег- 
тіпе /+еѕііпо / 854 /іпаех.һіті 


Е ТЧ 


Е дено З 


6 Див. приклади 3, 4 


ЗАДАЧА «БУДІВНИЦТВО АВТОЗАПРАВОК» 


З міста А виходять три автомагістралі (рис. 4). Автозаправки В 
1 С розташовані на автомагістралях 1 і 3 відповідно. На автомагі- 
стралі 2 заплановано розмістити автозаправку Р і побудувати до- 
рогу, що сполучить усі три автозаправки. Де необхідно розмістити 
автозаправку Р, щоб нова дорога ВРС мала найменшу довжину? 
Відповідь обгрунтуйте. 


Автомагістраль 1 
Автомагістраль 2 


Автомагістраль 3 


Рис. 4 


б Відомо, що б«а« Т, 12<с<18. Оцініть значення виразу: 


1) а+6; 3) а+с; 5) а-с; 7) Е. 
2) с-5; 4) –; 6) ба; 8) ба. 


Відомо, що 2<а<10, 4<с<25. Оцініть значення виразу: 


1) а:с; 8) а, 5) а 7) СЭ, 
с а а 
2) 1, 4) ас+; 6) 2а 8) (2-е) 
С С а с 


Ө) доведіть твердження: 
1) якщо а 29, 215, то а6 2185; 
2) якщо а-Ь> 4/2, а+Ь>2144/2, то а? 62298. 


Доведіть нерівність, якщо а 20, 220, с20: 
3) (а°+1)(62+1)>4а6; 4) (1+а)(5+6)(5+с)>40/аһс. 


@ Розв'яжіть задачу. 

1) Підприємство виготовляє паркетну дошку, усі дощечки 
мають прямокутну форму. Ширина такого прямокутника 
становить а см, довжина — Р см. Оцініть площу 5 (у м?) 
прямокутника, якщо 20<а‹< 24, 100<6<150. 


2) За допомогою супутника визначено відстані між пункта- 
ми АіВтаміж ВіС — 5 кмі 7 км відповідно. Якими можуть 
бути найменша і найбільша відстані між пунктами А і С? 

3) На маршруті працюють від 2 до 8 тролейбусів. Кожен тро- 
лейбус перевозить не менше 3 і не більше 60 пасажирів. 
Знайдіть: а) найменшу; б) найбільшу кількість пасажи- 
рів, яких зараз перевозять тролейбуси на цьому маршруті. 

4) Кількість телефонних дзвінків до приймальної комісії 
університету залежить від тривалості трансляції реклам- 
ного фільму про цей університет. Залежність виражаєть- 
ся формулою у=#Ёх+8, де х -- тривалість (у хв) трансля- 
ції фільму щодня, у -- кількість дзвінків протягом дня. 
У зимовий період щоденна трансляція фільму тривала не 
менше 30 хв і не більше 50 хв. 

а) Знайдіть значення коефіцієнта №, якщо в зимовий період 
найменша кількість дзвінків протягом дня дорівнювала 14. 

б) Визначте найбільшу кількість дзвінків протягом дня 
в зимовий період. 


Бонусні завдання 


Ө Знайдіть спосіб порівняння чисел а і Б, якщо: 


3) а= 4/5 +47, = 4/8 +2; 
4) а=417 –2, = 4/5 –4. 


1) а=411 +47, 5= 4/13 + 4/5; 


2) а- 0-6, 6= 4/13 – 4/8; 


(6) Для приготування смузі з полуниці потрібно: 500 г натураль- 


ного йогурту; 700-800 г свіжої полуниці; 1,5-2 чайні ложки 
цукру; 13-15 г лимонного соку; кубики льоду. Усі інгредієнти 
перемішати у блендері, розлити в прозорі склянки, прикра- 
сити полуницею та листочками м'яти. 

Оцініть масу (у г) смузі, який можна приготувати, додавши 
від З до 5 кубиків льоду, якщо маса одного кубика 8 г, а чайна 
ложка містить 7 г цукру. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Розв'яжіть рівняння: 


7х-16 2 2 2 
1) 4х+6=0; 8) ———=2; 5) —(х-1)-—= — 2); 
з аа = у З) нано) 
88-6х 2 1 
2) 8-5х=0; 4) ———=8; 6) - 8)-1= — 1). 
) х ) - ) =(х+ ) п ) 


ё 


с Ге ...Ми не можемо знати, у який бік те чи інше відкриття 
поверне світ. Із цим потрібно бути обережним. 99 


Марина В'язовська 


83 
ТАЕНЕ 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Національний університет «Львів- 
ська політехніка» — найстаріший 
вищий технічний навчальний за- 
клад України та Східної Європи, 
заснований 1816 р. як Цісарсько- 
королівська реальна школа. 
Сьогодні університет належить 
до десятки найкращих вишів 
України, у ньому навчається по- 
над 30 тис. студентів. 


Дізнайтеся більше: Ір.еайи.иа 


4 ПРИГАДАЙТЕ! і 


(аз) зад ждав? ||| 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
\ 
у 
у 
бю 


Смузі (від англ. зтооїй -- рівний, 
однорідний, м'який) -- густий 
напій зі свіжих або свіжозамо- 
рожених фруктів, овочів, ягід, 
подрібнених у блендері до стану 
пюре. 


Смузі є не лише смачним, а й ко- 
рисним, оскільки містить багато 
вітамінів (може заповнити три- 
денну норму вітамінів). 


Ви навчилися виконувати дії додавання й множення з числовими нерівностями, 
а також оцінювати значення виразів 


Ви дізнаєтеся, як зображувати множини розв'язків нерівностей з однією змінною 
за допомогою числових проміжків 


Ви зможете складати меню раціонального харчування з урахуванням калорійно- 
сті продуктів 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Соочіе 


Україна 


Браузер Соодіе регулярно 
змінює свій логотип на яскра- 
ву ілюстрацію -- дудл (Соодјіе 
дооаїе), щоб нагадати про свя- 
та, ювілеї тощо. Чимало дудлів 
пов'язано з математикою. 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 
е нерівність з однією 
змінною 
) е множина розв'язків 
- нерівності 
е числовий проміжок 
| е координатна (числова) 
- пряма 


1 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


Збираючись у відрядження, Ганна замовила номер у готелі, 
у якому передбачено додаткову послугу — підключення до мережі 
Інтернет. За цю послугу потрібно доплачувати 2 г.о. за 1 год ко- 
ристування. Визначте, скільки годин Ганна зможе користуватися 
Інтернетом, якщо за проживання в готелі протягом усього терміну 
вона має сплатити 180 г. о., а разом із послугою Інтернет планує 
витратити не більше ніж 200 г. о. 


Коментар до розв'язання 

Якщо позначити кількість годин користування Інтернетом 
через п, то отримаємо, що витрати на проживання становлять 
180--2п. За умовою сума витрат не повинна перевищувати 200 г. о. 
Маємо нерівність: 180--2п «200. 


Отримана нерівність 180+ 2л < 200 містить змінну величину п, 
тому таку нерівність будемо називати нерівністю зі змінною. Якщо 
замість п підставити якесь число, одержимо числову нерівність. 
Наприклад, при п -б отримана числова нерівність 180+2:6 «200 
буде правильною (оскільки 192« 200), а при п=12 -- неправиль- 
ною (оскільки 180+2:12=204; 204> 200). Кажуть, що число 6 
є розв'язком нерівності (задовольняє нерівність), а число 12 не є 
розв'язком нерівності. 


Означення. Розв'язком нерівності з однією змінною назива- 
ють таке значення змінної, яке перетворює нерівність у пра- 


вильну числову нерівність. 


Зауважимо, що означення розв'язку нерівності аналогіч- 
не означенню кореня рівняння, але термін «корінь нерівності» 
НЕ використовують. 


$4 


РОЗМИНКА 1 


С) Визначте, чи є задане число розв'язком нерівності: 


1) х<4, хот-2; 4) 1 «Т, ур--251; 

у 
2) 128, 1=8; 5) 1(21+1)<-8, {= -6; 
3) 5т-2> т, ту=0; 6) 3х2+11<12, хо --1. 


Розв'язати нерівність означає знайти всі її розв'язки або до- ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 2 


вести, що їх немає. 


Усі розв'язки нерівності утворюють множину розв'язків 55 


нерівності. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Знак порожньої множини (2 
уперше з'явився в 1939 р. 
у книжках Ніколя Бурбакі (ко- 
лективний псевдонім групи 
французьких математиків). 
Автором символу був один 
із членів групи Андре Вейль. 


Нерівності з однією змінною можуть мати безліч розв'язків або 
не мати розв'язків. Якщо нерівність не має розв'язків, то кажуть, 


що множиною розв'язків нерівності є порожня множина (2). 
Розглянемо приклади. 


ососсссвововосовозвовововвовововововвзввзвовзвовововзвовзововзовововзововзвовзововозовового 
е 


" Нерівність Множина розв'язків нерівності 


Усі числа, які більші за число 2 або дорівнюють 
числу 2 


ееееооооово ве 


еооооооевооеооооооооеовооовооооеое 
. 


ПОМІРКУЙТЕ 


; х<х нює собі самому, тобто перетворює дану нерівність 
; у правильну числову нерівність 


Чому подані нерівності або не 


5 
Усі дійсні числа, оскільки будь-яке число дорів- : 
; 


; з да й : мають розв'язків, або мають 1 
н Усі дійсні числа, оскільки добуток якогось числа і , Р " : 
|: МИЕ : розв'язком будь-яке число? : 
: 0зх«2 на нуль завжди менший від будь-якого додатного : : 
; числа : 1)ж2к-2; 4) 0:021: : 
Рхчд-х«0 1 Р 2)хя8»х; 5)х'«0; 
і Розв'язків немає, оскільки при будь-якому зна- : : : 

Ие я і пем р 1 5 : 
ИН? ченні х нерівність буде неправильною : 1 3)0:х«4; 6) х +8 «0. : 
ро 0-х 51 Е 


• • 
. овоовооеововововвоововеовсововоосоовое 
оооооеосоооооеооовоосеововооовоооеовововооооосоововоооовооововооооввооососооовоооооо о 


Множину розв'язків нерівності найчастіше записують у ви- 
| чи СЛІД ЗНАТИ 838) 
гляді числових проміжків. 


Розглянемо подвійну нерівність -3< х «5. Очевидно, її задо- 
вольняють усі числа, розташовані на числовій прямій між числа- 


ми (83) 1 5, причому числа (3) і 5 також є розв'язками нерівності. РРР 


Усі ці числа прийнято зображувати на числовій прямій числовим -8 5 х 


проміжком, позначеним на рисунку штриховкою. 
Записують: хє[-3;5]. Читають: «Проміжок від (-3) до 5, 
включаючи кінці проміжку». 


Розділ 1 


Якщо точки -- кінці проміжку включені в проміжок, їх 
позначають зафарбованими кружечками, якщо не включені — 
а порожніми кружечками (їх називають «виколотими» точками). 
в Якщо точки — кінці проміжку включені в проміжок, то для 
запису використовують квадратні дужки, якщо не включені -- 
то круглі дужки. 


сооссовововсовововсввввовсвовсвсововвоввввовсвововововввввовововововововововововвзовового 
. 


г Характеристика ЗЕК Зображення Ди | 
: нерівності точок і 
ў === и: 
% ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! : Нестрога нерівність « 2 ЧР РОН [ ; ] : 
: Строга нерівність < > ДУ ( ; ) С 


Розв'яжемо низку нерівностей та наведемо множини їх 
розв'язків, зображення і запис відповідних проміжків у таблиці. 


соссововововововвоввввоввовововововововввовововововововововвовововововововзововововововововововововзовзовововововововзововововоговог 
. 


: Мо ИС Зображення і 
: Нерівність б 9 Запис Читаємо правильно 4 
з/п на числовій прямій : 
: Числовий проміжок від -8 : 
: до 5, включаючи -3 і 5 : 
ОТТОО Я ЗРРОРЕОРУРОТИЧТРО ТИТИРЕТЕТ РРСРР ТРЕОРТТТТЯ а 
Числовий проміжок від 2 : 
до 11, не включаючи 21 11 : 
Числовий проміжок від мінус не- : 
скінченності до 4, включаючи 4 : 
Числовий проміжок від -б до : 
плюс нескінченності, не включа- : 
ючи -б Н 
Числовий проміжок від 0 до 4,2, : 
включаючи 0 і не включаючи 4,2 : 
: Числовий проміжок від мінус не- : 
: скінченності до плюс нескінчен- : 
: ності (уся числова пряма) Ри 


РОЗМИНКА 2 


6 Прочитайте правильно числові проміжки: 
1) (0;7); 3) (7;100]; 5) (- со; - 8); 
2) [-5;4]; 4) [-6;-5); 6) [3;+). 


48 


Узагальнимо відомості про множини розв'язків нерівностей 
з однією змінною, їх запис і позначення на числовій прямій. 


б Нерівність, що задає Позначення число- Зображення числового про- : 


10 числовий проміжок вого проміжк міжку на числовій прямій 

: Й Б авна -- ізн нанлиннананя ЧИ ВІДОМО ВАМ? 

: ЕМЕ РРР : • Знак належности є пер- 

: асхеб [а;5] а А х 1 шим використав італійський 

ПР АААААА-А. ПДАА ЛІС ППУ ГУУГА: Бе ЕАО 
а<х<Ъ (а;5) а Б е: в 1895 р. 


Символ є походить від пер- 
Е ОИ РРО СРО ДЕНО НАННЯ С шої літери грецького слова 


7; : — бути. 
знаків (а) _ ФРЛАА : ЕСТІ ути 


Ее] 
АХ 
з 
ГА 
с 
о | 
= 
с 
М.У 
о «а 
о 
з 
ГЈ 


Кунан а СР еа ОИ ТИТИ 1 
М __ 22222224: 
хга [а; + со) а ри з 
б ЕЕ 
х Ф оо 5 
есе СЕ ЛЮ. = г ТЕЧЕ к 
2 і 
= е 2222224: 
іду ( й а) а х 
ЗОРЕ ИРНЕ ЕЕУТЕТЧЕРАЕЕНСИИ сараар ЫЕ: СИРИ ВВЕ К 
: х<а (- о; а) Свя ан кру 
сососсосовсввововововвововвввсвовсоввововсвввововсововсвоввввсвввсввововововввоввввововог ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 
РОЗМИНКА 3 Гаррі, Герміона, Рон і Гегрід си- 
Е че нн се! '!" дять у великому залі. Рон сидить 
«В Зобразіть на числовій прямій множину точок, яка відповідає поряд із Гаррі, але не поряд із 
проміжку: Гегрідом. Гегрід не сидить по- 
ряд із Герміоною. Хто сидить 
1) ує(- 2550); 3) хє[л;11); 9) ає (8-1 5); поряд із Герміоною? 
2) тє[-5,7;+); 4) хє (-/25--оз); 6) Бе (-1,1; 0,3]. А — Гаррі 
Б -- Рон 


Ө) Визначте, чи належить проміжку [-10,2;7,3) число: 


В — Гаррі й Р 
1)-10.9; 2)0; 3) 7; 4) -10; 5) 7,3; 6) -10,2. аррі й Рон 


Г — Гаррі й Гегрід 


=] ПРИКЛАД 1 Д -- Рон 1 Гегрід 


Чи є число 1, Я | розв'язком нерівності 1291» 43—19 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії 
Підставимо і -/2. -1 у задану нерівність з . : 
КРОК 1 нн Ё. Сп У саи з ї 2-1) +2042 -1)»/3 : 
. Спростимо ліву частину отриманої : 
числової нерівності. 8- +255 –2 543—108 1> 1 : 


КРОК 2 Визначимо, чи є отримана нерівність правиль- ,/3 - 1,7; 151,7-1; 150,7 — пра- 
ною. вильна числова нерівність 


Відповідь: так. 


Розділ 1 


ПИШИ |, 2теенуємося 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? а Визначте, чи є задане число розв'язком нерівності: 


• 14 березня 2003 р. логотип 1) х «14, Хот 791 5) 8х?»х, Хо = 0,1; 
Соодіе був присвячений дню 
народження А. Ейнштейна. 


е л | гж 3) 3х+17<0, ха з; Т) х'-д2х28, ху 48 –1; 
909 е 4) 17-4х20, хо=4; 8) х? -4х<1, хо=45 +2. 


• 15 квітня 2013 р. дудл присвяти- 


ли дню народження Л. Ейлера. ПРИКЛАД 2 


Запишіть у вигляді проміжку множину точок, зображену на 


Ц і «ДІ 
ИС) К. Ср ЧС сунку. 
©0096 | ==. , 
а © Р І СНИ що з С 
2 А Е у 


2) х»-9, хо -0; 6) зе хо 2 0,8; 


Розв'язання 8 
7 Крок Зміст дії Результат дії : 
і наван нн БЕН НАУ 
Визначимо частину числової прямої, мно- Е ЕЕ 
: Е .  Заштриховано частину числової прямої : 
«КРОК 1 жина точок якої буде записана у вигляді дебдо : 
х проміжку. і 
: х=-4 -- «виколота» точка, число -4 не 
: Визначимо вигляд дужок, якими будуть . К 
| КРОК 2 . де . включаємо в проміжок, дужка — кругла; : 
: позначені початок і кінець проміжку 3 : 
: (межі проміжку). ха8-- зафарбована точка, число З вклю- : 
і чаємо в проміжок, дужка — квадратна |: 
10) Визначимо частину числової прямої, мно- Заштриховано частину числової прямої : 
«КРОК!  жину точок якої потрібно записати у ви-  . 1 : 
: : й від - со до — : 
: гляді проміжку. А А : 
: Ліворуч штриховка не обмежена жодною : 
: . точкою, права межа (правий кінець про- : 
:КРОК2 Визначимо вигляд дужок, якими слід по- 1 А 
: значити початок і кінець проміжку. міжку) — «виколота» точка у "з „пне; 
: включаємо в проміжок; дужки — круглі," 


Відповідь: 1) хе (-43|; 2) и З) 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


(2) Запишіть у вигляді проміжку множину точок, зображену на 


рисунку. 

7 7 7, 7, 
1)  ФТФТФЕя з 3 ---ТТЛ 5 622224 трон а 
5 9 х 61 84 у -19 8 ь аа 


З 
25 22222224 4) 45 з. 6) 222222222 ИН 
4 24 1,7 т Е. х 


-6 14 п 


- Зобразіть на числовій прямій множину чисел, які задоволь- 
няють нерівність. Позначте точку, що відповідає числу 0. 


1) -19<а<0; 3) -2<х<54/3; 5) а2-5+42; 
2) -0,13«ь«47; 4) -4<у<-82; 6) ь<-7+ 4/50. 


Ө Зобразіть на числовій прямій множину розв’язків нерівності. 
Запишіть усі цілі числа, що є розв'язками нерівності. 


1)-3«х«-9; 3) -22<у<8; Бу «2-47 «рем|5 -Ї; 
2) 4<а<6; 4) -4<у<2; 6) 411 -2«х «411 +2. 


Ө укажіть найбільше та найменше цілі числа, що належать 


проміжку: 
1) |-48 3) (-12;7,5]; 5) (- 11,3; 27 +1]; 
э) [-3;0); 4) (-6;23); 6) | -2м/3 - з т,08]. 


4 Множину розв'язків нерівності можна зобразити у вигляді 
півплощини, кожна точка (абсциса або ордината) якої відпо- 
відає певному розв'язку. Установіть відповідність між нерівно- 
стями (1-4) і рисунками (А-Г), на яких зображено множини 
розв'язків цих нерівностей. 


1 у22 2 х22 З у<2 4 х<2 
А раат Б у в у ги 
з 2 

чо 2 > Я - 0 х 


На рисунку зображено точку М (х,о; уг) уд 
у координатній площині. Поміркуйте, чи 
є подані твердження правильними. Відповідь 17 М 
обгрунтуйте. а 
зовні -1 0 1 
1) Абсциса точки М менша від її ординати. -11 б 
2) Число хо належить проміжку (1; +=). 


3) Число у, належить проміжку (0;1). 


4) Точка М належить множині розв'язків нерівності х2 


0 
5) Точка М належить множині розв'язків нерівності у-120. 
у 


$4 
ТВЕН 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Лінійне рівняння задає на ко- 
ординатній площині пряму, 
а нерівність з однією змінною 
(окрім подвійної нерівності) — 
півплощину. 


Наприклад, нерівність х > 0 за- 
дає півплощину, що міститься 
праворуч від осі ординат, а не- 
рівність х 2 0 — ту саму півпло- 
щину разом із віссю ординат. 


Нерівності у> 0 і у<0 зада- 
ють на координатній площині 
верхню та нижню півплощини 
відповідно. 


Пітер Андреас Тіль (нім. Реїег 
Апагеаз ТБіе!ї; нар. у 1967 р.) — 
відомий американський бізнес- 
мен німецького походження, 
інвестор, співзасновник ком- 
паній РауРа! і Раіапіїг, інвестор 
Ғасебоок, викладач власного 
курсу з підприємництва в Стен- 
фордському університеті. 


Як і Ілон Маск, Тіль став про- 
тотипом уявного персонажу -- 
Пітера Грегорі із серіалу «Силі- 
конова долина». 

Програма підтримки молодих 
учених і бізнесменів ТНіє! Ре ому- 
5пір, яку фінансує Фонд Тіля, 
існує для допомоги людям, які 
хочуть стати підприємцями. 


51 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 


Дієтологи («дієта» з грец. -- 
спосіб життя, режим харчуван- 
ня) — лікарі, що спеціалізуються 
на зміцненні здоров'я шляхом 
правильного добору продуктів 
харчування. 


Дієтологи мають добре знати 
математику і вміти використо- 
вувати свої знання для складання 
меню з урахуванням збалансо- 
ваної комбінації білків, жирів, 
вуглеводів; розрахунку кало- 
рійності страв; розроблення до- 
кладної програми харчування. 


Дізнайтеся, чи є у вас хист до 
роботи лікаря: 

ргої. озміїа.огд.ца/икК / деїег- 
тіпе /іеѕіпо / 852 /іпаех.һіті 


Е) еа 


Е) еа 


ЗАДАЧА «РАЦІОНАЛЬНЕ ХАРЧУВАННЯ» 


Катерина дотримується здорового способу життя і стежить, 
щоб її сніданок містив не більше ніж 600 кілокалорій. Щодня 
дівчина планує меню сніданку, користуючись таблицею калорій- 
ності продуктів. 


сососовсосвсвсввввввововововововововововввсоввововвоввсвововововосвосвввввовсовововововог 
е 


Г Продукти Калорійність, ккал : 
1 | Вівсяна каша, 230 г 200 : 
ан СО И ЕЕРЕЕ 
е Е ТР А зе ов : 
еее НИЎ зерні ання : 
: лин СЕ ПРЕ ЗАНОВО ИЕ. 
п М О ВЕНА СЕНСОРА . зніннннибвінфнннннн і 


а Катерина планує з'їсти на сніданок круасан, п варених яєць 
та випити стакан яблучного соку. Складіть нерівність для ви- 
значення п. Чи може п дорівнювати 2? 


Катерина планує з'їсти на сніданок 100 г сиркової маси, 
280 г вівсяної каші та випити х стаканів молока. Складіть 
нерівність для визначення х. Чи може х дорівнювати 1? 


а) Визначте, чи є задане число розв'язком нерівності: 


1)24, з-д; 3) х'« с», хо н0,4; 


х 
4 


2) 11-6х20, хо=2; 4) 6х-х2>7, хо-8-42. 


Ө) Запишіть у вигляді проміжку множину точок, зображену на 
рисунку. 


2224 3) ЕВЫ 
1 4 х -Б 16 у 


7 /7 
2) ТТ нь 4) 222222222222. 
8,2 5,9 а Удай РА 


Ө Укажіть усі цілі розв'язки заданої нерівності, які належать 
зазначеному проміжку (якщо такі розв'язки існують): 


1) х22, | 2,2 3) х20, (-5;0]; 
2) х «5, (345); 4) х>6, [6;7). 


@ Визначте зміст повідомлень, які отримують учасники дорож- 
нього руху з наведених дорожніх знаків. Уведіть необхідні 
буквені позначення та спробуйте записати ці повідомлення 
за допомогою нерівностей. 


ОО 


Бонусні завдання 
б Зобразіть на координатній площині множину розв'язків не- 


рівності: 
1) -3<х<2; 3) /2 «у« 4/2 +1; 
2) 0«х«2; 4) «і 96050. 


(6 використовуючи координатну пряму, позначте кольором 
спільну частину двох проміжків (якщо це можливо): 


1) | 35011 [-2; ко»); 4) (- 2:10) 1 (7,2;2018|; 
2) | 65:10) і (012); 5) (-658| 1 [3;5]; 
3) (- со; -8) 1 [-7; +); 6) (=; 5) і (5; +). 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Відомо, що а»р. Визначте, чи може бути правильною рів- 


ність: 

і) д-веб: 4) а-ьз 9,5; 7) ь=а-т: 
2) а-ь--2; 5) ачч2 =; 8) рану 
3) азь-4,1; 6) а-4/5 «б; 


ё 


66 Щоб стати великим, треба думати про великі 
плани. Завжди плануйте майбутнє. 9 9 


Пітер Тіль 


Див. завдання 2, 3 | 
«Інтелектуального фітнесу» 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У 1655 р. у трактаті англійсько- 
го математика Джона Валліса 
«Про конічні перетини» уперше 
було використано символ со як 
знак нескінченності. 


Можливо, вигляд цього сим- 
волу пов'язаний із виглядом 
останньої літери грецького ал- 
фавіту о (омега). 


Але ймовірніше, цей символ 
пішов від записаного римськи- 
ми цифрами числа 1000, яке 
іноді трактувалося як «багато». 
У ХМІ ст. тисячу зображали як 
СІО, а на письмі скорочували до 
со або М. 


ІС" СЕН 
ТО ВЕ $5МАРТ 


Радимо прочитати 

книжку Пітера Тіля «Від нуля до 
одиниці: Нотатки про стартапи, 
або Як створити майбутнє» 
(«Дего їо Опе»), яку вважають 
однією з найкращих книжок 
про бізнес (можна також про- 
слухати аудіокнигу). 


Розділ 1 


1 


ПІДСУМОВУЄМО ВИВЧЕНЕ В 5 1-4 


Ви познайомилися з числовими нерівностями та їх властивостями, навчилися порівнювати 
числа методом різниці, додавати й множити числові нерівності. 


Нерівності, у яких обидві частини є чис- 
ловими виразами, називають числовими 
нерівностями. 


Нерівності бувають строгими (знаки «>» 
і «<») 1 нестрогими (знаки «2» і «<»). 


Алгоритм порівняння чисел а і Б 
методом різниці 


Утворити різницю а-р. 
2. Визначити знак різниці а-Р. 
Зробити висновок: 


• якщо а-Р»0, то а»б; 
• якщо а-Р«0, то ач б; 
• якщо а-Р-0, то а=. 


Додавання числових нерівностей 


• Якщо а»р і с>а, то а+с>ь+а. 


Основні властивості числових нерівностей 


• Якщо а<х<Б і с<у<а, то а+с<х+у<6Ь+а. 


• Якщо а2фБ і с>а, то а+с>ь+а. 


Якщо а»р, то Б<а; якщо а<6, то Рр»а. 
Якщо а<6Б 1 Б<с, то а<с. 


Якщо а»р іс — будь-яке число, 
то а+с>0+с. 


Якщо а<х <Б іс — будь-яке число, 
то а+с<х+с<0+с. 


Якщо а»Р 1 с>0, то ас»фсе. 
Якщо а<х<6Б і с>0, то ас<сх < 0с. 
Якщо а>р і с<0, то ас<0с. 
Якщо а<х<6 1 с<0, то Бс<сх<ас. 


- ДА 
Якщо ар»0 і а»Р, то ші. 
а 


Множення числових нерівностей 
Дляа»0,Ьь»0,с»0,а»б: 


• Якщо а»Р і с»а, то ас» ра. 


• Якщо а«чх«р і с<у<а, то ас<ху<64. 


Ви дізналися, що таке нерівності з однією змінною, навчилися записувати й позначати на чис- 
ловій прямій множини розв'язків цих нерівностей. 


сососоововсвсовсвсвоввовввввсввовввововвввввововововввсовововововововововово 
. 


. 


Розв'язком нерівності з однією 
змінною називають таке зна- 
чення змінної, яке перетворює 
нерівність у правильну числову 
нерівність. 


оооеооооооооооооооооое е 
. 


. 


Розв'язати нерівність означає 
знайти всі її розв'язки або довести, 
що їх немає. 


оооооооооое е 


Множину розв'язків нерівності 
найчастіше записують у вигляді 
числових проміжків. 


54 


Характе- 
ристика 
нерівності 


Нестрога 
нерівність 


Строга 
нерівність 


е 
осссосоввововвовововововсвсоввввововвввоввовввововововововсовввсвввового 


Позначення числових проміжків та зображення їх 
на числовій прямій - с. 49 (таблиця). 


. 


Знак Зображення Дужки для по- : 
нерів- точок на чис- значення число- : 
ності ловій прямій вого проміжку : 

Грчев 22и 
{$ > ж Г з ] і 
< > о : 


в Оцініть значення виразу ‚ якщо -2«х«14. 


Оцініть значення виразу а +6, якщо 
1<а<15 і б«р«8. 


9«ачр«21 -5<а+0<7 


Б Д 


. 
оссоссововововововог 


7<а+ь <28 7<а+ь <21 


ооооооооосовооевоооооеовоесососововооосоеовововосеосовооевооеое ео 


9) Укажіть нерівність, яка є правильною при 
всіх дійсних Ё. 


соссовоовосвововововововововововововввовсввсововововсовввововвого 


разу —. 
а 
А В | 
зон а - 
то а 16 16 ат : 
Б г 5 
2162227 РВА 
9 т а 16 : 


й Готуємося до ДПА 
6) Варіант 2 контрольної роботи 


Укажіть число, яке є розв'язком нерівності 
-2<х<8. 


(6 відомо, що 1<а<2 і 8<6<5. Укажіть чис- 
ло, яке не може бути значенням виразу ар. 


сосососовововововововвввввовввовввововововововсвсввввовового 


Р А Б В э : 
2 3 5 10 |: 


Ө Відомо, що -4«х «9, Оцініть значення ви- 
разу 20-3х. 


Для закупівлі енергозберігальних ламп за 
ціною 50 грн планують виділити від 700 
до 1100 грн. 


1) Скільки таких ламп можна закупити на 
заплановану суму? 


2) Яку найбільшу кількість таких ламп 
можна закупити на заплановану суму, 
якщо ціна однієї лампи збільшиться 
на 20 %? 


Ми 2 
б Доведіть нерівність (с-5) > -с(10-с), якщо 
с -- довільне дійсне число. 


10 доведіть нерівність (2--а)(2--ь)28./аб для 
а20, 220. 


Бонусне завдання 


5 Зобразіть на координатній площині множи- 
ну розв'язків нерівності -8<у<1. 


Ви розв'язували лінійні рівняння з однією змінною та зображували на координат- 
ній прямій числові проміжки, задані нерівностями з однією змінною 


Ви навчитеся виконувати рівносильні перетворення нерівностей та розв'язувати 
лінійні нерівності з однією змінною 


Ви зможете розраховувати час виконання завдань контрольної роботи та розв'я- 
зувати задачі логістики 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? Руслана виконувала тест на визначення коефіцієнта інтелекту 
(19). Вона розв'язала т завдань із вибором одного варіанта відпо- 
віді, витративши на розв'язання кожного завдання 2 хв, і 4 за- 
вдання з короткою відповіддю, витративши на їх розв'язання по 
8 хв на кожне. Знайдіть усі можливі значення т, якщо на вико- 
нання всіх завдань тесту дівчина витратила не більше ніж 30 хв. 


Розв'язання 


Завдання із вибором відповіді Руслана розв'язала за 2т хв, а за- 


. о . вдання з короткою відповіддю — за 3:4-12 хв. Отже, на виконання 
Термін «коефіцієнт інтелек- , 


ту» (англ. ІО -- іпіе//ідепсе | 
диоїепі) уперше введений 


у 1912 р. німецьким психоло- 
гом і філософом В. Штерном. У даному випадку ми можемо підібрати розв'язки нерівності. 


ІО являє собою кількісну оцінку Очевидно, що т = 9 є найбільшим натуральним розв'язком, який 
рівня інтелекту будь-якої люди- задовольняє умову задачі. Тоді розв'язком задачі є всі натуральні 


всіх завдань дівчина витратила (2ат- 12) хв, що має бути менше 
або дорівнювати 30 хв. Таким чином, можна скласти нерівність: 
2т+12<80, при цьому за умовою задачі т -- натуральне число. 


ни порівняно з рівнем інтелекту числа від 1 до 9. 

середньостатистичної людини Проте у випадках, коли потрібно знайти всі розв'язки нерів- 
того самого віку. Для визна- ності, доцільно застосовувати правила розв'язування нерівностей. 
чення ЇО застосовують спеці- У цьому параграфі ви дізнаєтеся, як розв'язувати нерівності, що 
альні тести. містять змінну. 


Розв'язати нерівність означає знайти всі її розв'язки або 


довести, що розв'язків немає. 


З курсу алгебри 8 класу ви вже знаєте, що рівняння, які 
мають одні й ті самі корені або не мають коренів, називають рів- 
носильними рівняннями. 


нією змінною називають таке 
значення змінної, яке пере- 
творює нерівність у правильну 
числову нерівність. Нерівності, що мають одну й ту саму множину розв'язків або 


еа еоое ао веве с восен ов вовьтьфи й не мають розв'язків, прийнято називати рівносильними. 
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Наприклад: 


е пари нерівностей 2х»50 і х»25; -х+6<2 і 2х+3>11 є рівно- 
сильними, тому що мають одні й ті самі розв'язки; 

е нерівності х+6<6+х і -4х+228-4х є рівносильними, тому 
що не мають розв'язків. 


Означення. Рівносильними називають нерівності, у яких мно- 


жини розв'язків збігаються. о 
крає Мою Ё ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! Ў 4 
Нерівності, що не мають розв'язків, також прийнято вважати зу 


рівносильними. 


Щоб переконатися, що дві нерівності є рівносильними, не- 
обхідно знайти всі їх розв'язки. Для цього слід знати правила 
переходу від однієї нерівності до рівносильної їй нерівності. Ці 
правила випливають із властивостей числових нерівностей і є ана- 
логічними відповідним правилам розв'язування рівнянь. 


Рівносильні перетворення рівнянь і нерівностей 


оосссоссовввовввовсоввововсвсвсввввввовсовсвсввввовсвсосвсововсосввовововововоооововоосововововооооосоооооососовоесоосс200000900090900000920900000 79 
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: Рівняння Нерівності : 


. 


Якщо з однієї частини рівняння пе- 1 
ренести в іншу доданок, змінивши 
його знак на протилежний, отрима- 
ємо рівняння, рівносильне даному. 


Якщо з однієї частини нерівності перенести в іншу 
доданок, змінивши його знак на протилежний, 
отримаємо нерівність, рівносильну даній. 


еоооооооеоооеоеово 
ооооовооооооее 


2 Якщо обидві частини нерівності помножити або по- 


ЇВ якщо обидві частини рівняння по- ділити на одне й те саме додатне число, то отрима- 
ємо нерівність, рівносильну даній. 


множити або поділити на одне й те нан нн а нн 
саме відмінне від нуля число, то 3 
отримаємо рівняння, рівносильне 
даному. 


ооооооооооо 


Якщо обидві частини нерівності помножити або по- 
ділити на одне й те саме від'ємне число, змінивши 
при цьому знак нерівності на протилежний, то отри- 
маємо нерівність, рівносильну даній. А 


е 


ооооооооововеввовооовоооооове 
сососсововевої 


. 
оосссосововововсовсввввововсововововововсвсвввововсвсвсввсвсовововсововсвовсовввовововововсоововововсовововсововсовсовссововсововововововововово 


Розглянемо приклади та порівняємо розв'язання рівняння та 


нерівностей. 
1) 5х+20= 80; 2) 5х+20>80; 3) -5х+20>80; 
5х 80-20; 5х» 80-20; -Бх»80-20; КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 
5х=60; 5х>60; -5х >60; • лінійна нерівність з однією 
х=60:5; х>60:5; х «60:(-5); змінною 
х=19. х>12. РОТЕ И • розв'язок нерівності 
. Е е множина розв'язків 
Корінь Множина розв'язків Множина розв'яз- нерівності 
рівняння: нерівності: (1 2;+ со) ків нерівності: РАЮ МОНО ни ол. 
х=12 (- 2-1 2) 


• правила розв'язування 
ПРЕСА х се 5 
СОНС ИС М З лінійних нерівностей 


12 о 12 х -12  х 


сеннниеннся РОЗМИНКА 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Сэ Визначте, чи є рівносильними нерівності: 


1) х+8>5 і х»2; 4) -4а<0 і а<0; 
2) 2х-11»3 і х<т7; 5) 0-х>5 і 0:х<-6; 
8) 7а>0 1а»б; 6) 0-х>-5 і 0-х<8. 
:059805 
Кожна з нерівностей, які ви розглянули, зводиться до нерів- 
5 собак коштують дорожче, ності виду ах«р або ах>Ь (ах<Ь або ах26), де х — змінна, 
ніж 6 котів. Що дорожче — а іб — деякі числа. Такі нерівності мають власну назву. 


6 собак чи 7 котів? 


Означення. Нерівності виду ах«Р або ах» (ах<ь або 


% ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! ах2р), де х — змінна, а і Б — деякі числа, називають ліній- 


ними нерівностями з однією змінною. 


Розглянемо особливості розв'язування лінійної нерівності 
ах», склавши таблицю. Зверніть увагу на залежність розв'язків 
нерівності від значень коефіцієнтів а і Р. 


оосососовсовововсоввововвоввсвововововввсвсвововсоововсвввсоввововововововосввовововововововововсвововссввоввсвсовововововсввововсововсововового 


у г Рівносильна Проміжок, який Зображення проміжку 
Нерівність Умова е Е т о Е 
нерівність є множиною розв язків на числовій прямій м 
ММЛЫЛЫЛЫНЫМНЛНЛНИИИИИИИООН (о 
а>0 жо «рн ъ = 5 
а 7 : 
ДА : 
а<0 хє 4 Ь х : 
х<— ви а К : 
ах»р а к а : 
а=0, 620 0 х»б 2) Розв'язків немає : 
0, 6«0 0 Б 2 = 
а= 40, о< м р» хє (–%; ко) е 
стели ен озуна ре вате .. й РОЗМИНКА 2 
р" ПОМІРКУЙТЕ : 
7" Які з наведених нерівностей : с) Розв'яжіть нерівність: 
: не мають розв'язків, а які ма- : 2 
: ють безліч розв'язків? Поясніть : 1) 2+а<4; 4) г »-4; 7) 4-х«8х; 
: свою думку. : 
2) Зу-1«4; 5) -7,8а20; 8) 131-6«21-28. 


іт) 0-х<0; 3) 0:х»0; 
5 2) 0-х<0; 4) 0-х20. : 3) 2208 6) -9ь«0; 
М ре 7 
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У 7 класі ви навчилися розв'язувати лінійні рівняння з од- 
нією змінною та рівняння, що зводяться до лінійних за допомогою 
рівносильних перетворень. Низку нерівностей з однією змінною 
також можна звести до лінійних нерівностей за допомогою рівно- 
сильних перетворень. 


с Складіть алгоритм розв'язування нерівностей, що зводять- Ре 
"ся до лінійних нерівностей з однією змінною, пронумерував- яр 
ши кроки в правильному порядку. Використайте свій досвід 
розв’язування рівнянь. 


а. ЧИСЛО, то знак нерів- 
р язків нерівності НОСТІ змінюється 
ЕБЕ 


н Ва м 
а числовій прямій. на протилежний. 


: Крок : 
: Крок 237 Записати множину 
== СЕ . Г 
| У кожній частині не- Е нести доданки! Розвозивиера аи : 
з А а е : = : 
| рівності звести подібні теза змінну! за допомогою число : 
: ДІОНІ о містять А . е 
: доданки. САТ НОРІС вого проміжку. : 
: ЛІВ кі ; 
: а доданки" Я б : 
: — к Ч 
: не містять змінної й — : 
: ок . ах Е 
: Ы новині части- у праву. маси арза І 
: й я У : 
- да івності на коефі" якщо коефіцієнт при |: 
с я а 
: | й и змінній. ЕЕ ЛЕСА : 
цієнт пр Крок ЛО, то знак нерівності : 
В не змінюється; : 
а о, дужки е = : 
: Крок НИ на рині не па ра якщо коефіцієнт при 
сета ет Еш ЗМІННІЙ — від'ємне : 
Зобразити множину ЕХ асосе 


. . 
соссссоссввсвововововововововововововсовсввовсовововсвовсововвовсовововововсововововововосвововсвсвсосвоссоовсвововсвсвовсссовсовсовсововсововового 


= ПРИКЛАД 1 


Розв'яжіть нерівність 2,5(2-у)-1,5(у-4)<3-у. 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії : 
нині 
Розкриємо дужки в лівій частині нерівності. Пере- 5-2,Бу-1,5у-6«3-у; 


КРОК 1 несемо доданки, які містять змінну, в ліву частину 


. К 6 А Е А —2,5у-1,5у+у&8-5-—6; 
нерівності, а доданки, які не містять змінної, — 


оовоооеооеоооое 


у праву. Зведемо подібні доданки. -80<-8 
КРОК 2 Поділимо обидві частини нерівності на -3, змінивши у» 8 уза 2 4 
знак нерівності на протилежний. 3 8 Е 


ооооооеоооооооовоооооооооооооо 
. 


. 
соссссосовсововвовововсвввввовсвоввсввсввовсвсвсвовововсововововововововововсововововововововсовововововововововововсовововововововововогово 
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Крок Зміст дії Результат дії Ч 
|на ее | 


РИМИ В А : 
КРОК 3 Зобразимо множину розв'язків отриманої нерівності 2 


на числовій прямій. Е7 У 
КРОК 4 запишемо множину розв'язків нерівності проміжком. ує ЕХ -) 
Ў ; 2 
Відповідь: ує ня) 
ЧИ ВІДОМО ВАМ? (9 ТРЕНУЄМОСЯ 
Значення коефіцієнта інтелекту @ Розв'яжіть нерівність: 
81< 16 «90 мають 14,5 % на- 1) х-1220; 5) 8х-3>14х+9; 
и 2) х+23<0; 6) 2х-11<5х+4; 
« « ЗЕЕ 9: 
зі ай 3) 5х+35<0; т) 0,5(9+10х)+1,5(2х+1)>11+10х; 
« « - о. 
аа а 4) 18х-3»0; 8) 0,5(2х -1)--4(х--0,1)23х -6,1. 


121410 4131 -- 8,5 96; 


102132 — 1,9 96; ПРИКЛАД 2 


102150 -- 0,1 96. 


; пб" 1-21 1-8 і : : 
Розв'яжіть нерівність ї 16 <4+ Еч У відповідь запишіть 
усі натуральні розв'язки цієї нерівності. 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії : 
НАД 8 8 8 щы 
КРОК 1 Помножимо обидві частини нерівності на 10, при цьо- 
му знак нерівності не змінюється. 10- (1 7 21) «4042 (# т 3) 
Розкриємо дужки, перенесемо в ліву частину нерівно- 101-1+21<40+2#-6; 
КРОК 2 сті доданки, що містять змінну, у праву - доданки, 


Е Е 7 др –21<40- з 
що не містять змінної. Зведемо подібні доданки. Знак ТОЕ АН ОБ 
нерівності не змінюється. 10: « 35 
КРОК 3 Поділимо обидві частини нерівності на 10, при цьому 143,5 : 
знак нерівності не змінюється. Бк : 
ММММ Ж : 
Зобразимо на числовій прямій множину розв'язків та я 
КРОК 4 отриманої нерівності та виберемо з неї натуральні : 
розв'язки. 1-1, і-2, 1-3 о натураль- й 


ні розв'язки нерівності 


Відповідь: {1;2; 3). 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


Є Розв'яжіть нерівність: 


ма, ) ін, 
6 6 9 9 
Розв'яжіть нерівність. У відповідь запишіть усі натуральні 


розв'язки цієї нерівності. 


1) 


у= 2и. аус 
3 2 10 5 


5) 2х-1 < БАА ЕИ т) РИН в 
8 5 

6) 5+8х < 8+2х зн 8) 645-15 < САК Я 
5 4 10 


8 ПРИКЛАД З 


В автомобіль слід завантажити спочатку 5 ящиків з яблуками, 


а потім — мішки з цукром. Маса одного ящика з яблуками дорів- 
нює 35 кг, одного мішка з цукром — 50 кг. Яку найбільшу кіль- 
кість мішків із цукром можна завантажити в автомобіль, якщо 
загальна маса вантажу не має перевищувати 2 т? 


оосссссвовововововввовсвссвовввввсвсвсовововвсвсвсоввввссвссововсвовссововововсвовововвсвсвсвввовсвсвсвсвововсвсовововвссвововсовсвсвововссвовогог 


Розв'язання 


$5 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


ІО відомих осіб: 

• Теренс Тао — 230 

• Мерилін вос Савант — 228 

• Кім Унг-Йонг — 210 

• Гаррі Каспаров — 190 

• Юдіт Полгар — 170 

• Стівен Гокінг — 160 

• Білл Гейтс — 160 

Фахівці з Центру психометрії 
в Кембриджі розробили ал- 
горитм, за допомогою якого 
можна виявити рівень інтелек- 
ту людини за її фотографією 


в соцмережі. 


сосссссосововсвсовсвсововвоовсововсовововововововововзововововсововововововоевсовововововвсвоововсововсовововсовововововсовзововововогвовово? 
. 


осо 


Крок Зміст дії Результат дії 
и | 
КРОК 1 Введемо позначення для змінної величини, яка Нехай можна завантажити : 
є шуканою. п мішків цукру, пє М * 
Знайдемо загальну масу яблук, які завантажили . : 
КРОК 2 зві Ў є ем 85 кг: 5 ящиків = 35 · 5 (кг) : 
в автомобіль. : 
І енаанніннрноннининнннийяНиЕниненайнеривінивнинанинНньнаВиноВизнаєнон|вийанивнівнеананомеоневаониннанинаннЛ нн з 
Запишемо вираз, за яким можна визначити загальну 2 : 
КРОК З ? М г 50 кг: п мішків =50:п (кг) : 
масу цукру, що має бути завантажений в автомобіль. й 
Складемо математичну модель задачі, тобто утво- : 
римо нерівність, ураховуючи, що маса вантажу : 
КРОК 4 Ф ' 35:5-50-п« 2000 - 
не перевищує 2 т, і користуючись тим, що «не пе- : 
ревищує» означає «менша або дорівнює». : 
85:5+50:п «2000|:25; : 
7-2-п «80; дп с 78; - 
КРОК 5 розв'яжемо отриману нерівність. : 
78 1 : 
пес--; п<86— " 
2 2 : 
с й . , 121222224, М : 
Визначимо найбільший натуральний розв'язок не- 1 И : 
КРОК 6 рівності — саме він визначатиме найбільшу кіль- 962 : 
кість мішків цукру, які можна завантажити. : 
п=86 = 


Відповідь: 36 мішків. 


Розділ 1 7 
2 


7, ТРЕНУЄМОСЯ 


б з) Розв'яжіть задачу. 

1) На рисунку зображено схему ділянки прямокутної форми, 
х-10 призначеної для будівництва велопарковки. Знайдіть усі 
можливі натуральні значення х, якщо площа ділянки не 

повинна перевищувати 68. 
2) Студент на період літніх канікул влаштувався на роботу 
Шбб'ббб-х в кафе за умови роботи як у приміщенні, так і на літньо- 
ЧИ ВІДОМО ВАМ? му майданчику. За контрактом він отримує 8 г. о. за 1 год 
МОЗ України скасував наказ від р роботи і додатково 20 г. о. у день, якщо обслуговує також 
29 грудня 1993 року № 256 — клієнтів на майданчику. Яку найменшу кількість повних 


годин у день має працювати студент, щоб отримувати що- 


документ щодо професійної У 
дня загальну суму, не меншу ніж 70 г. о.? 


дискримінації жінок. Оскільки за 


минулі роки змінилися умови та 3) На виставці квітів Марія зробила 14 фотографій, а її по- 
характер праці на підприємствах, дружка Мирослава -- більше фотографій, ніж Марія. 
з'явилися сучасні технології та об- а) Скільки фотографій могла зробити Мирослава? 
ладнання, жінки набули можли- б) Яку найменшу кількість фотографій могла зробити Ми- 
вості працювати: рослава? Яку найменшу кількість фотографій могли зро- 
- машиністкою бульдозера; бити дві подружки разом? 
машиквағоекезавагера 4) На флеш-накопичувач, обсяг пам'яті якого не перевищує 
7 машиністкою електропоізда 64 Гб, мають записати спочатку 6 мультимедійних презен- 
метро; тацій, а потім — фільми. Обсяг однієї презентації становить 
» водійкою автобуса з кількістю 2 Гб, а одного фільму — 3,5 Гб. 
місць понад 14 


а) Запишіть нерівність для визначення кількості х фільмів, 


шага які можна записати на флеш-накопичувач. 


б) Яку найбільшу кількість фільмів можна записати на 
флеш-накопичувач? 


= ПРИКЛАД 4 
2 Е 
Знайдіть область допустимих значень виразу ЕД А 


07 ПРИГАДАЙТЕ! 
Арифметичний квадратний ко- 
рінь має зміст лише тоді, коли 
підкореневий вираз набуває 
невід'ємних значень. 


. 


оооовоооовооооое 


РОК КАКЮ 
. 


ГООЛИГ ЕКЕ Розв'язання 
"3 Крок Зміст дії Результат дії ". 
2 03 
Н « і : 
| КРОК 1 Вапашемо твердження «значення підкореневого виразу 7, 1450 
: невід'ємне» у вигляді нерівності. : 
| КРОК2 Перенесемо доданок, що не містить змінної, у праву ча- 27 РЕ ; 
ч стину, змінивши його знак на протилежний. й 
: Помножимо обидві частини нерівності, отриманої на кро- 7 2 : 
1 КРОК З . 2 . -—х214 || -— |. х<-4 : 
: ці 2, на в змінивши знак на протилежний. 2 Т : 


Відповідь: хє (- =; – 4]. 
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55 
Флвенуємося а 


ө Знайдіть область допустимих значень змінної виразу: ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
1) /бхч155; дута у г ЕНЕС СЗШНЕ 
2 -4Ах-4,8 


2) «-бх- 1,2; 


Окрім математичного поняття 
«нерівність», існують також по- 
няття соціальної, майнової, ген- 
дерної нерівності. 


Із 2006 р. Світовий економічний 


а) Розв'яжіть нерівність: форум випускає щорічний звіт, 
9 21 х+3 у якому визначається індекс 
1) ча »8; 3) Е. <0; 5) 2 «4; гендерної відмінності, що відо- 
б 1 во бражує нерівність у можливо- 
2) а 4) а 6) 7 >1. стях між чоловіками і жінками 
Р ие в різних країнах світу. Вимірю- 
Ө Розв'яжіть нерівність: вання відбуваються за чотирма 
1) РЕ РЕР Т и 5) аа, ключовими напрямами: 
4 з 2 2 • економічні й кар'єрні можли- 
2) у+2у>-1; 4) 2у+у>э6; 6) 22-1 гака. лю 
5 4 3 5 » освіта; 
6» Утворіть за умовою завдання нерівність і розв'яжіть її. " здоров'я й виживання; 
1) За яких значень змінної / двочлен 25--3і набуває від'ємних "попннам права міожямвоєть 
значень? За даними 2015 р., перше місце 
2) За яких значень змінної у двочлен 5у-1,1 набуває значень, за індексом гендерної рівності 
більших за 3,9? посіла Ісландія. Україна зайняла 
3) За яких значень змінної т значення виразу 0,4т -2 не мен- 67-ме місце серед 142 країн. 


ше, ніж значення двочлена -0,бт-11? 

4) За яких натуральних парних значень змінної а значення 
виразу 5(3а- 4)- Т(2а-11) не більше за подвоєне значення 
суми 10а + 8? 


Ф Визначте кількість розв'язків нерівності: 


1) 2(3х-1)«бх; 4) 5(х-4)-7(х+1)<-–2(х+3); Ё нтенет. НН "; 


2) 10(2#-19)>5(4#+1); 5) х(х+3)+12>3х; “ ПОСИЛАННЯ 

1 : Ознайомтеся з інтерактивною : 
3) - Т(ду- 5)2 2(8- Ту); 6) Ці-6)-22-6 те " - картою гендерної рівності, : 
Ө розв'яжіть нерівність: : ониб без нар : 
: звіту Світового економічно- : 
1) Теза. Теа >0; 3) саа Еа Р 5) панно сало : го форуму: герогїѕ.меѓогит. : 
А З 2 З 4 5 : огд/діобаї-депаег-дар-герогі- : 

2) па ваа МОМ 4) а+1 а-1 >з; 6) Са ВС Ал е Ао Ааны 


2 4 5 Т 8 6 


Розділ 1 


чел Готуємося до ЗНО 


ыыы о 


ТО ВЕ 5МАВТ 
Радимо прочитати 
книжку «Велика книга ІО-тестів: 
1600 завдань» авторів кращих 
видань з ЇО-тестування Кена 
Рассела та Філіпа Картера. 
Ця книжка допоможе вам: 
• дізнатися свій ІО; 
• підвищити рівень інтелекту; 
• розвинути логічне мислення; 
• підготуватися до тестування; 
• отримати престижну роботу. 


Юдіт Полгар (угор. /шаїїі 


Роідаг; нар. 1976) — угорська 
шахістка, яка в 15 років стала 
наймолодшим гросмейстером 
у світі, перевершивши рекорд 
Боббі Фішера на місяць. Батько 
навчав шахам її та сестер удо- 
ма, довівши, що діти можуть 
досягти неймовірних успіхів, 
якщо починати навчання із са- 
мого малечку. Юдіт очолювала 
жіночий рейтинг шахісток про- 
тягом 26 років (1989-2015). 
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6 Розв'яжіть нерівність і запишіть відповідь згідно із заданою 
умовою. 


х-б 2-х 


; найменший натуральний розв'язок; 


4-с с+1 
< 


-1; найбільший цілий розв'язок; 


Ат-1. 8-т 


8 2 
розв'язок; 


-2; найменший натуральний парний 


Зу-1 


1 т а А 
4) ТСИ 1) 2 +1; найменший розв'язок, який належить 


проміжку [22; 29]; 


4п-12 Зп КРИ 
+п < — +4; сума всіх натуральних розв'язків; 


5 
) 22 11 


5-Тх 


2х+1 
6) <=-х+1+ 280 


; кількість усіх цілих розв'язків, що 


належать проміжку (-5; 4]. 


@ Знайдіть область допустимих значень змінної виразу: 


1) Л1-х; зу /2х 6,28; бу даною. 


2) ./-(18-х); 


ду 418: 6м|3---. 
У 5 5 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо 4/3 .х+4/3 >0, то х>-1. 
х х 

2) Якщо > —, то х»б. 

) щ аг 


На рисунку зображено графік 
лінійної функції у=/(х). 


3) Якщо /(х)>0, то х<2. 


4) Якщо х>2, то /(х)<0. 


5) Якщо /(х)>1, то х<0. 5 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 3 


Укажіть число, що є розв'язком нерівності 


х»-14. 
А Б В Г 
-10 -14 -18 -25 


• 
оооооооооооовоесооооесоововосоововвооосоеовововосоооовосоооое ео 


А Б В Г 
(-=;12] (=; 5] [5; +=) [12;+•) 
е Розв'яжіть нерівність 6-х 20. 
А Б В Г 


. 
ооссоовововвввововсвововововсвввсвововововввсвововововввввовоо 


4 На рисунку зображено точку М (хо уо) 
на координатній площині. Укажіть промі- 
жок, якому належить число уб. 


УЛ 
Мәе 
11 
1 11115 
—1-- 
А Б В [Ӯ 
(- 2-1) | (40) (0;1) (0+) 


6 
сосссоссвсосввввовововсввсвововвовсвсовсовввоввсвовсововоесововововово 


(5 перед показом фільму тривалістю 120 хв 
транслюють рекламний блок із х роликів 
по 2 хв кожний. Показ фільму разом із ре- 
кламою має тривати не більше ніж 130 хв. 
Укажіть нерівність для визначення х. 


А х+120<180 В 2х+1202130: 


Б 2х+120<130 Г || хч1202130. 
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==; 5 Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи 


Установіть відповідність між проміжка- 
ми (1-3) та їх зображеннями (А-Г) на чис- 
ловій прямій. 


вт 
2 (3; 7) 
з (вті 
Г ПТТРЕ, 
8 то х 
Е А 
8 то х 
н ГА 
8 то х 
- ТЉ 
8 то х 


Ө На рисунку зображено схему ділянки пря- 
мокутної форми, призначеної для облашту- 
вання автобусної зупинки. Площа ділянки 
не повинна перевищувати 48. 


х+5 


1) Запишіть нерівність для визначення х. 


2) Знайдіть усі можливі натуральні зна- 
чення х. 


8х-7 


з РИ 5-х 
(8 Розв'яжіть нерівність ЕЈ 


8 
Запишіть усі натуральні розв'язки цієї не- 
рівності. 


+1. 


Інженери-диспетчери з органі- 
зації перевезень залізничним 
транспортом забезпечують ви- 
конання графіка руху потягів, 
безпеку руху, збереження ван- 
тажів і рухомого складу, орга- 
нізують раціональне керування 
вагоно- і пасажиропотоками. 
Професії, пов'язані із залізнич- 
ним транспортом, можна отри- 
мати в Українському держав- 
ному університеті залізничного 
транспорту. 


Дізнайтеся більше: Кагї.еади.иа 


Р) дено 


2 


ГЕ Див. приклад 3 


77 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ Э. ЗАДАЧА «РЕНТАБЕЛЬНІСТЬ ПЕРЕВЕЗЕННЯ ВАНТАЖУ» 


Транспортні витрати у (у г. о.) на перевезення певного ван- 
тажу на відстань х км залізничним транспортом виражаються 
функцією у=х +200, а автомобільним — функцією у= 8х +80. 


@ Визначте транспортні витрати (у г. о.) на перевезення цього 
вантажу на відстань 28 км: 
а) залізничним транспортом; б) автомобільним транспортом. 


ө Знайдіть відстань (у км), починаючи з якої витрати на переве- 
зення цього вантажу залізницею будуть не менші ніж 540 г. о. 


Ө На яку відстань (у км) цей вантаж вигідніше перевозити за- 
лізничним транспортом, ніж автомобільним? 


@ Розв'яжіть нерівність: 


1) х-16«0; 3) 31х+68>36х +238; 
2) 28х+4>0; 4) 0,5(18х+1)–1,5(2х-3)>8х+2. 
Ө Розв'яжіть нерівність: 
ра аы 
8 8 5 4 


Розв'яжіть нерівність. У відповідь запишіть усі натуральні 
розв'язки цієї нерівності. 


3) 3х-1.. аль У 4) хор 2+6х 


« 
8 2 15 5 
Розв'яжіть задачу. 

1) На рисунку зображено схему ділянки прямокутної форми, 
яку призначено для спорудження альтанки. Знайдіть усі 
можливі натуральні значення х, якщо площа цієї ділянки 
не повинна перевищувати 14. 


2. 


2) На приготування одного тістечка «картопля» витрачаєть- 
ся 10 г цукрової пудри, а сирного торта — 200 г цукрової 
пудри. Максим приготував п тістечок «картопля» та один 
сирний торт, витративши на всі солодощі не більше за 
0,5 кг цукрової пудри. Знайдіть усі можливі значення п. 

3) У будинку є лише двокімнатні та однокімнатні квартири. 
Двокімнатних квартир 27, а однокімнатних квартир біль- 
ше, ніж двокімнатних. 

а) Скільки однокімнатних квартир може бути в будинку? 

б) Яка найменша кількість однокімнатних квартир може 
бути в будинку? 

в) Яка найменша кількість квартир може бути в будинку? 


а вартість відвідування одного атракціону на двох - 25 г. о. ПРИГАДАЙТЕ! 

Дві подруги планують витратити на відпочинок у цьому 7 Областю допустимих значень : 
парку не більше ніж 200 г. о. (ОДЗ) виразу з однією змін- : 
ною називають усі значення : 
змінної, при яких цей вираз : 
має зміст. : 


. е 
оооооооовооеоооесвосоооооеооеовооеооооое 


4) Вхідний квиток у парк розваг для однієї особи коштує 15 г. о., 4 зо б. 


а) Запишіть нерівність для визначення кількості х атрак- 
ціонів, які можуть відвідати дівчата. 


сосоововового 
. 


б) Яку максимальну кількість атракціонів можуть відвіда- 
ти дівчата? 


є Знайдіть область допустимих значень змінної виразу: 
1 
р вн ЕЕ 5 
2. зх+2 |; ааа 
8 8 


Утворіть за умовою завдання нерівність і розв'яжіть Її. 
р У Д р р 


Див. завдання 3 


1) За яких значень змінної х значення виразу 17-х більше, 


ніж подвоєне значення двочлена 5-3х? «інтелектуального фітнесу» 


2) За яких натуральних значень змінної п значення виразу 
-12-"Тп не перевищує значення виразу бп-1? 


(6) Визначте зміст умовних знаків (див. рисунок), які є підказ- 


ками для догляду за одягом (прання, прасування). Введіть \30 | 30 | 195 | 


необхідні буквені позначення та спробуйте записати ці знаки 


за допомогою рівнянь або нерівностей. 

Бонусні завдання я мот як 
є Знайдіть значення а, при яких квадратне рівняння 

х? -8х-4а=0: 1) має два корені; 2) не має коренів. 
в Складіть таблиці або схеми розв'язування нерівностей ах «р, 


ах«рБ іахгі залежно від значень коефіцієнтів а 10 за зраз- 
ком (див. схему). 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Розв'яжіть рівняння: 


1) | х|-2; 3) |4х-21|-35-0; 5) 24+|5х-60|=0; 
2) 8|х|-15=0; 4) |2х+45|-31=0; 6) |бх-42|-30-0. 
ё розв’язків х — будь-яке 


немає число 


се Що в шахах найнеймовірніше для мене -- це гра 
для всіх і кожного: бідного, багатого, хлопця, дівчини... 
Це фантастична гра, яка об'єднує людей і зв'язує по- 
коління! 3 9 


Юдіт Полгар 


Ви зображували множини за допомогою кругів Ейлера, а переріз кількох мно- 
жин -- за допомогою діаграм Ейлера -- Венна 


Ви навчитеся знаходити об'єднання та переріз числових проміжків 


Ви зможете застосовувати поняття перерізу та об'єднання до будь-яких множин, 
елементами яких є різні об'єкти (геометричні фігури, літери алфавіту, ноти тощо) 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? Серед 17 дівчат класу 12 займаються шейпінгом, 8 — боді- 
флексом. Визначте, скільки дівчат займаються обома видами 
фітнесу, якщо відомо, що кожна дівчина обов'язково займається 
хоча б одним із цих видів спорту. 


Шейпінг (від англ. ѕһаріпо — 
надання форми) -- це сучасна 


наукомістка комплексна оздо- 
ровча система, яка передбачає 
гармонійний розвиток і вдоско- 
налення людини. 


Розв'язання 

Розв'яжемо задачу за допомогою геометричної схеми (рис. 1). 
Зображені на схемі відрізки позначають: 

СМ -- кількість усіх дівчат класу; 

СК -- кількість дівчат, які займаються шейпінгом; 


12 дівчат ЕМ -- кількість дівчат, які займаються бодіфлексом; 
ЕК — шукану кількість дівчат, які займаються і шейпінгом, 
С РУК М ібодіфлексом. 


х 8 дівчат , Тоді СЕ — кількість дівчат, які займаються лише шейпінгом: 
СЕ=СМ- ЕМ; СЕ=17-8=9 (дівчат); 


17 дівчат 
ЕК — кількість дівчат, які займаються обома видами фітнесу: 
Рис. 1 ЕК =СК -СЕ; ЕК -12-9-3 (дівчини). 
ПРИГАДАЙТЕ! 


З курсу 8 класу вам відомі поняття множини, підмножини, 
числових множин, перерізу множин. 


Перерізом множин Д і В на- 
зивають множину їх спільних 
елементів. В актуальній задачі кількість дівчат, які займаються обома 
Записують: А.В видами фітнесу, відповідає поняттю перерізу множин А і В, якщо 
(П — знак перерізу). прийняти, що А -- множина дівчат, які займаються шейпінгом, 
ОООО ИИТИИ С. В — множина дівчат, які займаються бодіфлексом. Графічною 
інтерпретацією перерізу множин може бути рис. 2 (а або б). Такі 

У рисунки знайомі вам із 8 класу. 
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КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ А 


• множина Такс 
• об'єднання проміжків “айв и 


е переріз проміжків 


В АПВ 


Рис. 2 


Якщо кожну із множин А і В зобразити проміжком, на якому 
штриховкою позначено всі елементи множини, то спільна частина 


цих проміжків (де перетинаються, тобто накладаються, штрихов- А В 

ки) і є перерізом проміжків (рис. 3). 2 М 
Наприклад, перерізом проміжків (-8; 2] і [-1; 6] є проміжок С Кк мМ І 2 

[-5 2]. Записують: (-8; 210[-1; 6|=[-1; 2], графічна інтерпретація КМ — переріз множин А і В 

наведена на рис. 4 (а, б). Рис. З 


^4 
чу 


Рис. 4 


Переріз кількох числових проміжків -- множина всіх чи- СЛІД ЗНАТИ! Ге, 
сел, що належать кожному з цих проміжків. 7 


РОЗМИНКА 1 


еоооооеововооовоооовосооовоесое ео 


5 Зобразіть на числовій прямій задані проміжки, знайдіть їх ої ПРИГАДАЙТЕ! 
переріз та запишіть відповідь. 7 Одним із перших, хто викори- : 
1) [-2;10] і (-11;5); 4) (-3;5) і [2;+ е); : стовував кола для розв'язу- : 
2 др :6Ї Дие М р : вання завдань, був видатний : 
а. МІВ 6) зе 6" » 1 німецький математик і філо- : 
8) (- со;11) і | -4 7); 6) (- со;10) і (10; + =). 1 соф Готфрід Вільгельм Лейб- : 


306 1 ніц (1646-1716). 


соссосссоовсвввовововововововововов 


Окрім поняття перерізу множин, важливим є також поняття 
об'єднання множин. 


Означення. Об'єднанням множин А і В називають множину 
всіх елементів, які належать хоча б одній із множин А І В. 


Записують: А|)В (0 — знак об'єднання). 


Графічна інтерпретація об'єднання множин А і В наведена РРР 


на рис. 5 (на рис. бів СІ, — об'єднання множин). -9 4 6 х 
А 
В А А в а 
2—2. баша. 
С І, С К М І х 
В 
а 6 в 
Рис. 5 
2: А ; 6 
Наприклад, об'єднанням проміжків [-2;6) і (4; +=) є промі- 
Рис. 6 


жок [-2;+‹) (рис. 6, а, б). Записують: [-2;6)0(4;+°)=[-2;+‹). 
Об'єднання кількох числових проміжків -- множина всіх 
чисел, що належать хоча б одному з цих проміжків. СЛІД ЗНАТИ! Ге 
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г ПРИГАДАЙТЕ! ; ААА 


7." Метод кіл Лейбніца розвинув : 0) Зобразіть на числовій прямій задані проміжки, знайдіть їх 


о. : об'єднання та запишіть відповідь. 
Леонард Ейлер (1707-1783). : 1: кі. - : - А 
Найбільшої уваги графічним : 1) (= 2] і (- 29; 5 4) (- 29.11) і (10;+ сз); 
методам було приділено : 2) (5;+ оз) і (7; +); 5) [-6;11] і [12;16); 
в працях англійського логіка : . : 
Джона Венна (1843—1923). : З) (2;7]1 [5:11]; Өен е е 
• Зображення множин у ви- : Об'єднання і переріз числових проміжків не завжди є число- 


гляді кіл називають колами : вим проміжком. Наприклад: 
Ейлера, а схематичні зобра- : 


М. : М . . Б я . 
ження перерізів множин — | числові проміжки [ 5;2) 1 [3; т] (рис. 7) не мають спільних 


: діаграмами Ейлера — Венна. : точок. Перерізом цих проміжків є порожня множина (2), 
б розревнавотревеаввееваввувнвнни» я " яка не є числовим проміжком. Записують: [-5; 2) П[3; т Её. 
, А Об'єднанням цих проміжків є множина чисел 1-5, 2)0[3; т}, 

- , 2 і яка також не є числовим проміжком; 
й • числові проміжки (- =; 2] і [2;+ =) (рис. 8) мають одну спільну 
саи точку — число 2. Перерізом цих проміжків є множина, що 
РРР складається з одного елемента {2} і не є числовим проміж- 
2 ж ком. Записують: (-2о; 2 | | 2; +) - 12). А об'єднанням цих про- 
Рис. 8 міжків є множина всіх дійсних чисел — проміжок (=; + оо). 


Записують: (- со; 2112; +) = (- оо; +оо), 


Приклади знаходження перерізів та об'єднань числових проміжків 


оосссосввсоввввовсовововвсвсовововововововововсвововсвсоввововсвсвссвовововссвсвовововосвововововсвсввсвсввовововововсвовововововзовзововововог 


Числові проміжки Графічна інтерпретація Переріз Об'єднання : 
: Шаанын] 
11 (455) 1 (2:7] а - (255) (51: 
2 (-411) 1[12;15) «ть 5» ж о (-511)12:15) : 
8 (- 29 4) 1 | -9; со) 2 а > -9;4) (- =; со) 
4 (-4;9]1 [9; +) м. 19), або х=9 (-4; +) 
Е Ң 
1 
5 (=ә;11) і (-;11] И (11) (-ә;11] 
ЕСЕ >> 
11 Р 


Числові проміжки Графічна інтерпретація Переріз Об'єднання І 


[ер] 
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Узагальнимо можливі випадки знаходження перерізу та 
об'єднання проміжків, що є розв'язками нерівностей (для ах). 


Й Переріз проміжків Об'єднання проміжків 5 
: Нерівності графічна графічна ў 
: граф А запис брас запис у 
Н Інтерпретація Інтерпретація ж 
Б а 
: > «б ш ЩЕК а<х<6, тобто аі – о0< 0 <+ оо, тобто : 
соб Ж 5 
І ї а Б х хе (а; б) а Б | х хе(-ә;+ә) (хе В) : 


л 
р 
ыч 
у 
~ 
М 
ә 
ыч 
т 
й 
8 
А5 
(= 
= 
+ 
ЕУ 


РД 
а р х а Б Ж 
Т" зів а 2 | х>6, тобто хє(Б; но»), Ра 2 х>а, тобто хе (а; +), : 
: ? а А х «більше більшого» а Ь х «більше меншого» : 
: а Ь х «менше меншого» а Ь х «менше більшого» я 


5 ПРИКЛАД 1 


Знайдіть переріз та об'єднання проміжків [-4; 18) і (3; +). 


Розв'язання 
7 Крок Зміст дії Результат дії : 
: Й ня | 
: На окремих числових прямих зобразимо кожний із да- : 
1 КРОК 1 них проміжків. Через точки з координатами -4, 3 та 18 : 
: проведемо вертикальні прямі, які ділять числові прямі : 
: на 4 проміжки. : 
: Знайдемо переріз заданих проміжків, тобто проміжки, : 
: КРОК 2 позначені обома штриховками (числові значення, що : 
: „входять у кожний із проміжків). а] : 
“ Знайдемо об'єднання проміжків, тобто проміжки, позна- : 
: КРОК З чені хоча б однією штриховкою (числові значення, які хе| Б оо) : 
: входять або в один, або в інший проміжок). К 


осососовсвсввввввоввсввсвввоввсвсвовсововввовсвсвосвововвововововввсовововввсвовововововововог 


Розділ 1 


Рис. 10 


У цьому завданні можна зобразити обидва задані проміжки на 
одній числовій прямій (рис. 9), використовуючи для позначення 
чисел, що належать проміжкам, різний кут нахилу штриховки 
або різний колір. 

Зауважимо, що число З не належить проміжку (8; + ә), але 
належить проміжку | -518); число 18 не належить проміжку 
| -618), але належить проміжку (3;+ о), тому кожне з цих чи- 
сел належить об'єднанню даних проміжків. 


Відповідь: [-4;18) (3; +) - (8:18); | -418)0(8; кое) -Г-45 -ое). 


= ПРИКЛАД 2 


Зобразіть на числовій прямій множину чисел, які задоволь- 
няють кожну з нерівностей х<2 і -8<х<7. 


Розв'язання 


соссосссввсоввввввовсввововвовсововововововововововововововововововововововсовововововововововововововововововововововоевовововового 


. 
. 


Крок 


КРОК 1 


КРОК 2 


КРОК З 


Зміст дії Результат дії 


есе 


Зобразимо на окремих числових прямих чис- 


4 проміжки. 


| | "о 7 : 
лові проміжки, які відповідають заданим 22222222 | > : 
в умові нерівностям. 2 Ы : 
Через точки х=-8, х-2, х-Т проведемо вер- : 
тикальні прямі, які ділять числові прямі на ВА т М : 
В 


Проаналізуємо наявність розв'язків кожної не- 
рівності на кожному проміжку. Для зручності 
введемо позначення: «+», якщо розв'язки є; 
«-», якщо розв'язків немає. 


Зробимо висновок щодо існування спільних 
розв'язків обох нерівностей. Зобразимо шу- 


кану множину. 


Проміжок 
х<2 -8<х0<7 
се) + - 
[-3;2] + + 


ооооооооовоооовововосвоововоооое 


оооооо 


. 


Спільні розв'язки обох нерівностей 
є тільки на проміжку [-3; 2] 


сососоввввввооз 


-8 2 РА а 


. 
оосссссововввввсвовсовововововсввововсововссвововсовоовсвсвовсвсвсвоввсвосовссвссвововсововсвововсовсвсвсвсововвсвсвоосвсовсвовссововссвсововововововоо 


те 


У цьому завданні ми фактично знаходимо переріз проміжків 
(- 29 2| і [-3;7 ). Можна шукати спільні розв'язки, використову- 
ючи графічне зображення, подане на рис. 10. 


ТРЕНУЄМОСЯ 
@р Знайдіть переріз та об'єднання проміжків: ТЕРЕН 


1) ві [5;10]; 3) [-12;7) і (-=;5); ооба 
Автор знаків П і / — італій- 

2) (2;6) 1 (4;9); 4) (-310| 1 (6;+<). ський математик Джузеппе 

Пеано. Уперше ці знаки були 


Зобразіть на числовій прямій множину чисел, які задоволь- " 
використані в 1888 р. 


няють кожну з нерівностей: 
5) х>2 і -7<х<4; 7) х24 1 5<х<12; 


6) х<1 1 -11<х<6; 8) х<6 і -9<х<3. 


5 ПРИКЛАД З 


Розв'яжіть подвійну нерівність -2«3-2х «89. 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії : 
нні 
КРОК 1 Ві з з 5 5 А 3 -2-8«8-2х-8«89-8; 
іднімемо від усіх частин нерівності число 8. 
А А В -5<2х<86 
КРОК 2 Поділимо всі частини нерівності на 2 (2> 0). Знак не- _9,5<х<48 
рівності не змінюється. 
Відповідь: хє [-2,5; 43]. 
5 ПРИКЛАД 4 
Розв'яжіть подвійну нерівність ибаа У відповідь 
запишіть найбільший натуральний розв'язок. 
Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії 


ВЕЕ РАВ | НЕВИННИХ БОНН БАБА 
у при | 1 : 
КРОК 1 Віднімемо від усіх частин нерівності число 5. Баъ «8 


Помножимо всі частини нерівності начисло-3 18>х2-24; 
КРОК 2 (-8 «0). Знак нерівності змінюється на проти- 
лежний. Запишемо отриману нерівність. -2А«х«18 


Оскільки нерівність строга, то: 
КРОК З х+18, тому значення х-17 задо- - 
вольняє умову завдання і є шука-: 
ним натуральним розв'язком : 


Відповідь: 17. 


Розділ 1 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Множини в музиці 


ЕЁЕ Брз с 


4.6 сі 
АЎ 
Е=2:9 Е ай "4 
гро б В 
ЫЕ СИН Е 
сазан аана Е Су 


Відоме в теорії музики кварто- 
во-квінтове коло — це множи- 
на тональностей, розташованих 
у певній послідовності. Зокре- 
ма, коло допомагає зрозумі- 
ти устрій музики різних стилів 
(року, джазу тощо). 


Уперше квартово-квінтове коло 
було описане в книжці україн- 
ського композитора Миколи 
Дилецького «Мусікійська гра- 
матика» (1679 р.). 


чел Готуємося до ДПА 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


У Лілії на Еасероок є 189 під- 
писників. Із них 8 осіб підписа- 
лися менше ніж 3 роки тому, 
11 -- молодші від 14 років, 
70 -- захоплюються матема- 
тикою, 140 -- юнаки. Знайдіть 
найменшу можливу кількість 
підписників, для яких справджу- 
ються відразу чотири умови: 
це юнаки, старші за 14 років, 
які захоплюються математи- 
кою і підписалися не менше ніж 
3 роки тому. 
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ТРЕНУЄМОСЯ 


(2) Розв'яжіть подвійну нерівність: 
1) 10<5х<30; 5) -2144х-5«31; 


2) 6<8х<12; 6) –19<1+2х<5; 


3) -3<х-7<21; 7) -8<7-34<10; 


4) -5<х+4<11; 8) -19<9-22<18. 


а Зобразіть на числовій прямій задані числові проміжки та знай- 
діть їх об'єднання та переріз: 
1) (- 2о;6) і| -Т; 7); 4) (211) і [5;+=); 
2) (2:10| 1 | 8:11; 5) (- со -9) 1-9; кое); 


3) (- 2-38) 1|- 7; -5); 6) (-1455) і | бу-ное). 


0) Знайдіть переріз та об'єднання проміжків: 


1) (-11; 6] і (-6; 7); укажіть найменше ціле число з перерізу 
проміжків, якщо воно існує; 


2) | 2, 15) і (-28); укажіть найбільше натуральне число 
з об'єднання проміжків, якщо воно існує; 


3) [-45+) і (- 29; 9]; укажіть найменше натуральне число 
з об'єднання проміжків, якщо воно існує; 


4) (-3;-коо) і (- оо; 95 укажіть найменше ціле число з перерізу 
проміжків, якщо воно існує; 


5) (- со 4) і (- со, 19); укажіть найбільше натуральне число 
з об'єднання проміжків, якщо воно існує; 


6) [-1 1; +) 1 (3; +); укажіть найбільше ціле число з перерізу 
проміжків, якщо воно існує. 


з) Розв'яжіть подвійну нерівність: 
1) -А«-х«б; 4) -0,8 «5у-0,2«6,85; 


2) 2.21510; 5) звів < 28 «63 


судо з ЗОБ, 


44-43 


3) -8<2х-141; 


Ө Розв'яжіть рівняння і запишіть переріз та об'єднання множин 
їх розв'язків: 
х?-4  4х-4 


х?+4 х?+4 


1) х2-2х-3=0; 2х? -18=0; 3) ; х? +4х=0; 


х? 4 4х -8х | х, 4х? -9 | 


х1 1а" х+1,5 


2) =0; 2х2 -5х+2=0; 4) 


б Знайдіть області допустимих значень заданих виразів. Визнач- 
те об'єднання та переріз одержаних множин. 


1) /-х-3; ү5+5х; 4) 2-15; /242-9х; 

2) 2+9; х 11; 5) 2-8; 4-7-14х; 
2 

3) ПЕР ло-9х; 6) 2+1. х-1 


4х 1,2 Ах-8 «хі 


@) Знайдіть переріз та об'єднання множини коренів рівняння 
і множини розв'язків нерівності: 


1) -х?-121-0; 2х+22<0; 
2) -6х+1,8<0; х? -9х-0; 


3) (4) +2х>11; х? -17х+72=0; 


4) 2х? +5х-2=0; 22.244 =. 


5) 20х+1)-2-2 <1; х2 +21х-20=0; 
6) 2(8-а)-8(4-2а)»х-8і 2х? +7х-12=0. 


Ө Розгляньте класифікацію рівнин і гір за висотами (рис. 11). 
Знайдіть відповідну інформацію, введіть позначення та за- 
пишіть за допомогою подвійних нерівностей висоти Причор- 
номорської низовини, Подільської та Волинської височин, 
Карпат. 


$6 


ГА ПРИГАДАЙТЕ! Е 


7 ? ОДЗ виразу з однією змін- : 
ною — усі значення змінної, : 
при яких цей вираз має зміст. : 


Корінь рівняння — таке зна- : 
чення змінної, яке перетво- : 
рює рівняння у правильну : 
числову рівність. : 


Розв'язок нерівності з од- | 
нією змінною — таке значен- : 
ня змінної, яке перетворює : 
нерівність у правильну число- : 
ву нерівність. Усі розв'язки : 
нерівності утворюють мно- д 
жину розв'язків нерівності. 


оооооооооооооооооововоооовоооооовое 


Нерівності в географії | 


1000—2000 м 


Понад 
До 200 м 200—500 м Понад 2000 м 
п м У 
Низовина Височина  Плоскогір'я Низькі Середні Високі 
Ш 88 В 


РІВНИНИ 
Рис. 11 


ГОРИ 


Георг Кантор (нім. Сеогду 
Сапіог; 1845-1918) -- німець- 
кий математик, засновник те- 
орії множин, яка спричинила 
загальний перегляд логічних 
основ математики і вплинула на 
всю її сучасну структуру. 


Кантор увів поняття взаємно 
однозначної відповідності між 
елементами множин, дав озна- 
чення нескінченної та цілком 
упорядкованої множин, довів, 
що дійсних чисел більше, ніж 
натуральних. 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 
и т 


У надзвичайних ситуаціях пер- 
шими на місці лиха опиняються 
рятувальники. Вони здійснюють 
рятувальні роботи, допома- 
гають постраждалим людям, 
надають першу медичну до- 
помогу -- виконують важку та 
відповідальну роботу. 
Отримати професію рятуваль- 
ника можна в Національному 
університеті цивільного захисту 
України: писги.еаи.иа/икг/ 


76 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Перерізом проміжків (-15; 5) і (10;15) є порожня множина. 
2) Об'єднанням проміжків (-1:1) і (-2; 5) є проміжок (-2;5). 
3) Якщо 3<-х<5, то -5<х<-8. 


4) Найбільше ціле число, яке належить проміжку [-2; 8), до- 
рівнює 8. 

5) На рис. 12 зображено графік лінійної функції у=/(х). 
Якщо 0</(х)<1, то -3<х<0. 


ЗАДАЧА «РЯТУВАЛЬНА СТАНЦІЯ НА ВОДІ» 


Між двома мостами А і В, розташованими на відстані 5 км 
один від одного, планують розмістити на воді рятувальну стан- 
цію С (рис. 13). На ділянці річки між мостами через 1 км роз- 
ташовано буї (їх позначено точками). 


Міст А Міст В 


ники»: 


Рис. 13 


ар Перенесіть рисунок у зошит. 


(2) Зафарбуйте ділянку можливого розташування рятувальної 
станції, якщо вона має перебувати на відстані: 


1) не меншій ніж 2 км від моста А; 

2) не меншій ніж З км від моста В; 

8) не більшій ніж 4 км від моста Д; 

4) не меншій ніж 1 км від моста А і не більшій ніж З км від 
моста В; 

5) не більшій ніж 3 км від моста А і не більшій ніж 8З км 
від моста В. 


Ф Знайдіть переріз та об'єднання числових проміжків: 
1) [3;6] 1 [4;7]; 2) (-3;9]1 (- 2о;5). 


Зобразіть на числовій прямій множину чисел, які задоволь- 
няють кожну з нерівностей: 


8) х<8 і -1<х<5; 4) х22 1 6<х‹15. 
Єв Розв'яжіть подвійну нерівність: 
1) 18<6х<54; 8) -88<7+2х‹< 25; 


2) -7<х-5<18; 4) -12<6-7.<36. 


6) Знайдіть області допустимих значень змінної заданих виразів. 
Визначте об'єднання та переріз одержаних множин. 


1) үх-6; -Б-х; 4) 120+25; 4111-3х; 


2) рані х -13; 5) (2-7: ү-11-44х ; 
т 


9х-5 2х? +3 
3) ———; {16-0,8х ; 6 —; =, 
-5х - 1,5 -ха14 ҹүбх+18 


Бонусне завдання 
а Запишіть усі натуральні значення: 


1) змінної т, при яких перерізи проміжків (-2; 3,2) і [т; 9] 
є проміжком; 


2) змінної №, при яких перерізи проміжків [2; 6,5) і [6 6+7] 
є проміжком. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Знайдіть спільні корені двох рівнянь, записаних за допо- 
могою фігурної дужки. 


х-4=6, 5х+1=61, х? -25=0, 
) Гвен 9 ар С, е 

4х=20, (х+6)(х-2)=0, х? +49=0, 
з 9 Кая з | х|-Те0 


8х-4-23, (х+2)(х-3)=0, 
з) Ея і Еи 


Див. приклади 1 12 | 
Див. приклади 3 14 | 


Див. завдання 5 


«Інтелектуального фітнесу» 


ІС" Енн 
ТО ВЕ $5МАРТ 


Радимо прочитати 

книжку Н. Я. Вілєнкіна «Розпо- 
віді про множини». 

Ви дізнаєтеся про теорію мно- 
жин Георга Кантора, яка змі- 
нила математику. Ви навчитеся 
порівнювати нескінченні множи- 
ни, зрозумієте, що нескінчен- 
ності бувають різними, озна- 
йомитеся з кривою ненульової 
площі, з фігурами, які не ма- 
ють площ, тощо. 


ё 


г< 6 У математиці ми- 
стецтво ставити запитання 
є ціннішим, ніж розв' язан- 
ня задач. 99 


Георг Кантор 


Ви навчилися розв'язувати нерівності з однією змінною, шукати їх розв'язки 
та зображувати множини розв'язків на координатній прямій 


Ви навчитеся знаходити спільні розв'язки кількох нерівностей, тобто розв'язувати 
системи лінійних нерівностей з однією змінною 


Ви зможете створювати математичні моделі прикладних задач у вигляді нерівно- 
стей та їх систем, розв'язувати задачі лінійного програмування 


30-друк стає дедалі популярні- 
шим. За допомогою технологій 
30-друку вже друкують будин- 
ки, одяг, велосипеди, протези 
тощо. 30-друк використовува- 
ли під час роботи над фільма- 
ми «Хоббіт», «Залізна людина», 
«Парк Юрського періоду», 
«Аватар», «Термінатор: Поря- 
тунок», «Месники», «Скайфол» 
та інших. 


8 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
ФШ СЛІДЗНАТИ! 


Першу деталь 80-принтер друкує за х хв, а на друк другої 
деталі витрачає на 5 хв менше. Цей принтер запрограмовано так, 
що друк перших 5 деталей триває не менше ніж 1,5 год, а друк 
наступних 7 деталей -- не більше ніж 140 хв. Складіть систему 
нерівностей для визначення х. 

Коментар до розв'язання 

З умови випливає, що на друк другої деталі Зр-принтер ви- 
трачає (х -5) хв. Тоді на друк перших п'яти деталей він витра- 
тить Бх хв, ана друк наступних семи -- т(х-5) хв. Одночасно 


мають виконуватися дві умови: 5х >90 та 7(х-5)<140. Отже, 
задача зводиться до знаходження значень змінної, які задоволь- 
няють кожну нерівність. У таких випадках говорять, що слід 
розв'язати систему лінійних нерівностей. Для запису використо- 


Бх 2 90, 
вують фігурну дужку, що поєднує дві нерівності: Б (х-5) «140. 


Означення. Розв'язком системи нерівностей з однією змінною 
називають таке значення змінної, при якому кожна з нерівно- 
стей системи перетворюється у правильну числову нерівність. 


Розв'язати систему нерівностей означає знайти всі її 


розв'язки або довести, що їх немає. 


Наприклад, число -2 є розв'язком системи нерівностей 


-2х+8> х, . ри 
оскільки перетворює її на систему правильних чис- 


4+8>-2 


-8 «11. 
оскільки задовольняє другу нерівність, але не є розв'язком першої. 


4х «11, 


лових нерівностей | " А число 2,5 не є розв'язком системи, 


РОЗМИНКА 1 


Є Визначте, чи є число хо розв'язком системи нерівностей: 


1 
-9з» Бо = 
? х+11>-х+2, 
1 
-3« РВЕ Рея 
2) Що сени 0. 4) 4х-11 з 50, 
? 0,7х-112-4, 


Для того щоб знайти множину розв'язків системи нерівно- 
стей, необхідно знайти переріз множин розв'язків кожної з не- 


рівностей, що входять у систему. 


« Розглянемо систему нерівностей одного знака з однією змін- 


>а х<а 
? або й 
»б хр. 


1) Множиною розв'язків системи будь-яких двох нерівностей 
одного знака «більше» буде та нерівність, права частина якої 

7 х»а, 

є більшим числом. Тобто якщо И 


жина розв'язків системи (рис. 1). Наприклад: множиною 


х 
ною — систему вигляду й 


іа»р,то х»а -- мно- 


. х»- п 
розв’язків системи ° є нерівність х 23, тобто хє [3; +). 


х23 
2) Аналогічно множиною розв'язків системи будь-яких двох 
нерівностей одного знака «менше» буде та нерівність, пра- 


Ж х<а, . 
ва частина якої є меншим числом. Тобто якщо а 1 а<6, 
то х<а — множина розв'язків системи (рис. 2). Наприклад: 


є нерівність х<-2, 


Я х<-2 
множиною розв'язків системи 6 
х<5 


тобто хє (- го; -2). 


Ө Розглянемо кілька випадків розв'язування системи нерівно- 


х»а, 
х <Р. 


1) Якщо а«Р, то множиною розв'язків системи є множина роз- 


стей різних знаків з однією змінною — систему вигляду | 


в'язків подвійної нерівності а <х<6, тобто хє (а; 5). Напри- 


ЕД 


є множина розв'яз- 


3) (рис. 3). 
2) Якщо а»рЬ, то система не матиме розв'язків, оскільки пере- 
різом множин розв'язків нерівностей х»а і х«р є порожня 


5 х»ь- 
клад: множиною розв'язків системи 28 


ків подвійної нерівності -1<х <3, тобто хє (- 


множина, тобто 2. Наприклад: множиною розв'язків системи 
х>1, А Я . Р а . 
ЕЕЕ є переріз множин розв'язків нерівностей х>1 і х<-2, 


тобто порожня множина © (рис. 4). 
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КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 


• система лінійних нерівно- 


стей з однією змінною 


ө розв'язок системи 


лінійних нерівностей 
з однією змінною 


е нерівності, що містять 


змінну під знаком модуля 


СЛІД ЗНАТИ! 38) 


Рис. З 


Ҹ 


х 
хү 


Рис. 4 


Розділ 1 
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е 
. 
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е 
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. 
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22228 
2 Ра 
7, ве 
2 х 
Рис. 5 
ТЕР 
х 
ам 
х 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


» фігурні дужки запропонував 
використовувати Франсуа Вієт 
у 1593 р. 


» фігурні дужки також застосо- 
вують для позначення множин. 


ПОМІРКУЙТЕ 


При яких значеннях а система 
нерівностей не має розв'язків? 


х «5, х « 8, 
р Зі Ре. 
х< 2, х>4, 
2) рак Е, 


80 


ееооооеововооооооооооооооооооое 
. 


. 


. 


оссссовосввсвовововововового 


3) Якщо а-рР, то множина розв'язків системи нерівностей за- 
лежить від того, строгими чи нестрогими є нерівності. 


Р . Їх» 2, з Я 
Наприклад: система нерівностей б не має розв'язків, 


«2 
оскільки перерізом множин розв'язків нерівностей х>2 і х<2 
є порожня множина, тобто © (рис. 5). 


7 


. » То 2- з А 
А система нерівностей має єдиний розв'язок х=-8, 


х<-8 
який задовольняє обидві нерівності системи (рис. 6). 


Правила, які ми розглянули, справедливі для будь-якої кіль- 
кості нерівностей системи. 


жі, (1 
х «10, (2) 
Наприклад, для розв'язання системи 4х «32, (3) порівняємо 
, (4) 
х2 б (5) 
між собою всі нерівності зі знаком «>» або «2», а потім окремо — 
усі нерівності зі знаком «<» або «<». Маємо: 


хгб0 


е розв'язком системи аван (1), (4) 1 (5) буде нерівність 
х26 (із більших вибираємо більше); 

е розв'язком системи, яку утворюють нерівності (2) і (3), є не- 
рівність х «10 (із менших вибираємо менше). 
Таким чином, задану систему п'яти нерівностей зводимо до 


й з» |х 26, 
системи двох нерівностей М < (система п'яти нерівностей рівно- 


«10 
сильна системі двох нерівностей). Розв'яжемо отриману систему 
(рис. 7). Маємо: хє[6;10). 


оососссосоввввосвсовввововововосовввовсоввввсвоовововсововововсовововововововового 
. 


КЛЮЧОВИИ МОМЕНТ 

Систему будь-якої скінченної кількості нерівностей із різ- 
ними знаками завжди можна звести до системи двох нерівно- 
стей із різними знаками. 


. . 


А 
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. 
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РОЗМИНКА 2 


Ө Розв'яжіть систему нерівностей: 


х2-2, х<11, х 28, 
1) 4х»8, 3) іх>2, 5) 1х 24, 
х2"; х2-4; х<24; 
х<0, х«-8, х<-11, 
2) {х<—5, 4) х«-2, б) «х«-18, 
х<7; х»б; х»-14. 


Розв'язання систем нерівностей узагальнимо в таблиці. 


а» 


х»а, 
х»р 
Б а х 
х>а, 


тобто хє (а; +), 
«більше більшого» 


х<Ь, 
тобто хє (– =; Б), 
«менше меншого» 


Б а а 


розв'язків немає, 
тобто @ 


р а х 


розв'язків немає, 
тобто @ 


а р х а Ь Ра 
а«р 
х»б, х<а, а<х<Ь, ИРТ 
тобто хе(6;+=), тобто хє (– =;а), тобто хє (а;Ь) А 
«більше більшого» «менше меншого» і 
С з» 2 з» М од Б А 
РЕ? а=6 х а= х а= х а=6 х 
х»а х<а розв’язків немає, єдиний розв'язок 
тобто @ а! 
ПРИКЛАД 1 
5х-15< 2(4-х)-2, 
Розв'яжіть систему нерівностей 4 3-5х 29 8х-11 
, 2 6 
Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії : 
ПАН МС 
5х-15<8-2х- 2, : 
У першій нерівності заданої системи розкриємо дужки  |3(8-5х)412-8х 411; : 
КРОК 1 та зведемо подібні доданки. Обидві частини другої не- 7091 : 
рівності помножимо на 6. | й - а 0 : 
== х х= - 2 
х«8, х «8, : 
КРОК 2 розв'яжемо кожну з нерівностей отриманої системи. «14 зо : 
Зобразимо на числовій прямій множини розв'язків ЗАЙ 
КРОК З кожної нерівності та знайдемо переріз отриманих про- за " 
міжків. ка [-2; 3) 


Відповідь: хє [-2; 3). 


ПРИГАДАЙТЕ! 


Переріз множин можна знай- 
ти, якщо зобразити множину 
розв'язків кожної нерівності 
на одній числовій прямій різни- 
ми штриховками (рис. а) або 
різними дужками (рис. б). 


0,0 
000000000604 


-2 8 Бя 
6 


сососссовсовввссвсвввввсовсововововсовововововоое 


. . 
соссососоввовсововсвсововссввсввссовового 


. 
соссосссовввововсвовввововввовововсовововввововового 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


@ Розв'яжіть систему нерівностей: 


-10« = 
б 08, А зх «30, я и Ак 1)+21, 
х>4; 5-х29; савар 
5 2 
о оз 9х-8»4(х-2)-14, 
) . 5) 52.83 6 8) 4 х+9 3-х 
х<6; «8- Я 
Т(х-1)214; 4 6 
х х 7 
9х 2-18, ан 
3) Ра 6) з 4 12 
? 6(=+13)>18; 


Подвійні нерівності є іншою формою запису систем нерів- 
ностей, тому їх також можна розв'язувати за допомогою систем 
нерівностей. 


= ПРИКЛАД 2 


: зов ЛЯ 1 
Розв'яжіть нерівність 2х-1< о +8<4-х. 


Розв'язання 
"Крок Зміст дії Результат дії : 
: с иии 
: е ае 1 : 
: понра подвійну нерівність 5 х+3<4-х, : 
І: КРОК 1 2х-1<=х+3<4-х на рівносильну систему 1 : 
: 2 —х+8>2 25-1 | 
М двох нерівностей. : 
| р 2 { 
: ан Помножимо ооа частини кожної нерівності х+6<8-92х, [3х<2, їі 
: системи на 2 і розв'яжемо кожну з нерівностей 1.16» 4х-2; |-8х2-8; а. 
: отриманої системи. х=2 З : 
р 
: Зобразимо на числовій прямій множини 2 2 2 х б 
: КРОК 3 розв'язків отриманих нерівностей і знайдемо 3 : 
: переріз проміжків. 2 : 
: хе рови. - : 
А 8 4 
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Відповідь: хє В со; 5) 


Розв'язуючи кілька нерівностей одного знака, можна не ви- 
конувати рисунок, а використовувати правило «вибору меншого» 
або «вибору більшого» (с. 71, 81). 
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ТЕН 22224 


Ө) Розв'яжіть нерівність: 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


х-8 
= <6- у • а РУ Я 
1) -4<х<6-х; 5) -бх <7-х; • Знайоме нам позначення аб- 
РНТ" 6) -4 х+2 10 солютної величини було вве- 
) 2-х<х<9; у зах Бл. дено в 1841 р. німецьким 
х математиком Карлом Вейєр- 
3) -15<х-4<11-95; Т) 2х-БА 1438-х; і з 
3 штрассом. 
4) 17-3х<х+5<21; 8) х-2<2-1<5+2к. "Рідерландський учений Пенарік 
4 Лоренц використовував символ 
Серед усіх нерівностей окреме місце займають нерівності, що модуля для позначення довжи- 
містять змінну під знаком модуля. ни вектора ще в 1903 р. 
Нехай а — додатне число. Тоді нерівності виду |х | <а і |х | »а 
можна розглядати, виходячи з геометричного змісту модуля. 
Схема 1 Схема 2 


Відстань від початку відліку до точки Відстань від початку відліку до точки 
з координатою х менша віда з координатою х більша заа 


х<-а або х»а 


Нерівність задовольняють Нерівність задовольняють 
усі значення хє (-а;а) усі значення хє (– ; а )Ј(а;+ =) 
Наприклад: 
1) |х|«5, -5<к<5: 3) |х|>-38, хе (- со; кое); 
2) | х|є-5, Є; 4) |х|23, хе (- 2-3 3; ко»). 


5 ПРИКЛАД З 


Розв'яжіть нерівність, що містить змінну під знаком модуля: 


Т 
1) |х|«4; 2)|у|26; 3) 2х+—145 4) |5-ах|28. 
Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії : 


: т Скористаємося схемою 1 розв'язування нерівно- : 


КРОК 1 н |х|«а, а>0: -а<х<а. |х|<4; –4<х<4; хе(–4;4) : 


оосососсвововсовововововсовсовсовововсовововевовоевого соссссссвоввввсвсвсвсвововсвовсосвоссвсвсвсвосвосвсового 
. 


б Зміст дії Результат дії : 
з нЕ: 
: Скористаємося схемою 2 розв'язування нерівно- | у | 26; у<-6 або у26; : 
| сті |х|»а, а>0: х<-а або х>а. ує (-2оу-6 | бі ое) : 
: 1 1 : 
® ор «5; вро : 
: КРОК 1 Скориставшись схемою І, розкриємо модуль 2 
і розв'яжемо отриману подвійну нерівність. -5,5<2х<4,5; –2,75<х<2,25; : 
хе (-2, 75; 2,25) : 
|5-ах|2 3; |2х-5|28; і 
: 4 Перетворимо ліву частину даної нерівності, за- 22758-3 або 25-528; 
КРОК 1 стосувавши формулу |а-Ь|-|р-а|, та скори- 2х<2 2х 28; 
стаємося схемою 2. зе зі 
хе(- с; 1115 оо) 


3) хе (-2,75; 2,25); 4) хе(- со; 10[5 +). 
ЧИ ВІДОМО ВАМ? | 
» Вважають, що термін «мо- С ТРЕНУЄМОСЯ 


дуль» запропонував англій- 


ський математик і філософ, Ө Розв'яжіть нерівність, що містить змінну під знаком модуля: 
учень Ньютона Роджер Котс. 1) |2 |&1; 4) 4|у|>20; т |2х-8|-17<0; 
е Г і Й і = 
аа а 2) |у| 29; 5) |х-1|-8«0; 8) а -920. 
ристовував цю функцію, яку 2 
називав «модулем» і позначав 3) 2] х | «94; 6) іу-4 |132 0; 
тох. | 
| Узагальнимо в таблиці розв'язання нерівностей виду 
| х|« а, | х|Є а, |х|»а і |х|Ра. 
2 : а>0 а=0 а<0 і 
: : ПО ня 
: хі«а | -а<х<а; хє (-а;а) 02) 02) 
: хі«а : -а<х<а; хе[-а;а | х=0 ӧ 
г : заодно х<0 або х>0; : 
хіза | зерном) хе (—=;0)0(0;+ =) хе(- 22 +), або хє В : 
: : (усі значення, крім нуля) : 
Е : х<-а або х2а; с А з : 
х|га й хє (– о; со), або хє хє (— 29; +оо |, або хє В : 
|12 : хе(- 22 -а | Ц аз +=) 2 


У 718 класах ви розв'язували текстові задачі, математичною 
моделлю яких була система рівнянь. Але є й такі задачі, які зво- 


дяться до систем нерівностей. 


8 ПРИКЛАД 4 


Коли на фермі 360 л молока розлили в бідони по 20 л, то один 
із бідонів залишився неповним. Якщо те саме молоко перелити 
в бідони місткістю 30 л, взявши на 8 бідонів менше, то їх не ви- 
стачить, щоб розлити все молоко. Складіть математичну модель 
задачі у вигляді системи двох лінійних нерівностей та знайдіть 


наявну кількість 20-літрових бідонів. 


соссосссововововсвововввововововововововововововововсвоввввсввоввсого 
. 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• У молоці міститься близько 
80 мінеральних елементів, 
необхідних для нормального 
росту й розвитку організму. 


• Всесвітня асоціація охорони 
здоров'я рекомендує вживати 
330 кг молочних продуктів (у пе- 
рерахунку на молоко) на рік. 


соссоссссссоввсововсвововововововововововововововововововововововововевсовововововссвововововсозовзововосссввосовсовововововововово 
. . 


Розв'язання 
Крок Зміст дії 
НЕБЕС РН РРО ЛИХ ПР ННЯ 
КРОК 1 Введемо позначення для кількості 
20-літрових бідонів. 
КРОК 2 Проаналізуємо умову «один із бідонів 
залишився неповним». 
КРОК 3 Визначимо кількість 80-літрових 
бідонів. 
КРОК 4 Проаналізуємо умову «360 л молока 
в (х -8) бідонів не поміститься». 
КРОК 5 Складемо систему лінійних нерівностей 
і розв'яжемо Її відносно змінної х. 
Розв'яжемо задачу, враховуючи, що 
КРОК 6 


шуканий розв'язок х має бути нату- 
ральним числом. 


Відповідь: 19 двадцятилітрових бідонів. 


(9, ТРЕНУЄМОСЯ 


о Розв'яжіть задачу. 


1) На виконання першої операції робот витрачає х хв, а на ви- 
конання другої -- на 20 хв більше. Робот запрограмований 


Результат дії : 


Нехай х -- кількість 20-літрових бідонів, 
х -- натуральне число 


босссвсввоо 


Якщо один із бідонів неповний, то в усі 
бідони могло поміститися більше молока, 
ніж розлито, тобто 20х > 360 


оеооооововоео 


Оскільки 30-літрових бідонів знадобиться : 
на 8 менше, то їх кількість становить х-8 : 


Значення виразу 30(х - 8) менше від 360 л, 
30(х -8) «360 


ооссововое 


30(х - 8) «360, М < 20, 
20х > 860; х>18 


оооооеоо оса 


х=19 — єдине натуральне значення х, яке 
задовольняє систему нерівностей, тобто є її 
розв'язком хе 


сооссвсво» 


. 
сосооссовввовововсввсовввввсвссвоввввовсовсввоввввсввсввввввововововововововововввсововвсвсовввововссвсоовововсвовввововвссовввссввсвсвсововвовово 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Слово «робот» уперше зустрі- 
чається в науково-фантастичній 
п'єсі «Россумські універсальні 
роботи» чеського письменника 
Карела Чапека (1920 р.). 


так, що виконання першої операції триває не більше ніж 
45 хв, а другої — не менше ніж 32 хв. 


а) Складіть систему нерівностей для визначення х. 


б) Знайдіть х. 


Відомо, що це слово першим ви- 
гадав його старший брат, худож- 
ник і письменник Иозеф Чапек. 
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Розділ 1 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Лінійне програмування засто- 
совують в економіці, медици- 
ні, транспорті, енергетиці, гео- 
логії, сільському господарстві, 
військовій справі, соціальних 
науках, теорії управління тощо. 


Задачі лінійного програмуван- 
ня розв'язують за допомогою 
систем лінійних нерівностей 
і рівнянь із багатьма невідоми- 
ми. Методи розв'язування: гра- 
фічний, симплекс-метод, метод 
Гаусса -- Жордана, метод Шті- 
феля та ін. 


о Готуємося до ЗНО 
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2) Позашляховик за б год долає по гірській дорозі більше ніж 
180 км, а по шосе за 4 год — не більше ніж 440 км. 

а) Складіть систему нерівностей для визначення швидко- 
сті о (у км/год) позашляховика протягом поїздки. 
б) У яких межах змінюється ця швидкість? 

3) У супермаркеті перший покупець за один пакет молока вар- 
тістю 15 грні5 однакових пакетів соку заплатив не більше 
ніж 90 грн. Другий покупець за один пакет кефіру вартістю 
20 грн 1 З таких самих пакети соку заплатив не менше ніж 
44 грн. 

а) Складіть систему нерівностей для визначення вартості 
одного пакету соку, позначивши її через х (у грн). 
б) Знайдіть х. 

4) Довжина основи рівнобедреного трикутника дорівнює 
24 см, а його периметр менший від 90 см. Якою може бути 
довжина (у см) бічної сторони цього трикутника? Відповідь 
запишіть у вигляді проміжку. 


«р Розв'яжіть систему нерівностей: 


х-2 
= « і 
2х 1 У 4-3х шае ар 
1) ЕИ” 4) 5 10 
, 2х-2 4х-1276- 3х; 
-4(х+4)<х, 5-80 1 «4-73. 
2) } 3х+7 «Б 594 3 6 2 
и 9х+11<-х+111; 
—12х+6<х+19, -х+9<-4х- 81, 
8) х-2 ха хі 6) 240069220. 


Ө Розв'яжіть систему нерівностей і запишіть відповідь згідно із 


заданою умовою. 
щу [309-42 2(4+1)-4 ав , е 
наименшии натуральнии розв язок; 
-2а+6<4(а-1); в Р 


-з(ь+11)-2ь<2, 


2) найменший цілий розв'язок; 
ь-2 
24; 
8 
х-1 2х 
« 7 2 . . . 
3) 4 5 добуток найменшого і найбільшого цілих 
х 4+х. розв'язків; 
8 т 


4) З 2 найбільший натуральний розв'язок; | ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


1 .т 
-Д(те8)- 6+6 Що дорожче -- посмішка, 


сльози або журба? На скільки? 
-2«3х-1«20, анна нд Мо РКО РОН 


5) 2-8 РЕЯ х, сума цілих розв'язків; @ 7] о 45 


1-5х+ <-—— 4, Р Р й з ; - Й і 35 
6) 3 9 кількість натуральних розв'язків. : : і : 


-844-Бх «91; і раль нн неон 


Пи | . . 50 
6 Знайдіть множину розв'язків системи нерівностей: : @ і В і @ 


ир М ЕС б ете 
2-2 -8, : : : 
2 3“ 38 2 200 Є 
(х+6)(1-х)<4-х°; (4-х)? +2х+12(х-2)(х+4); | ОРИ РОБЕ м ЕТЕ : 
Р 75 1 70 | 45 | 
2) з 2» а 4) 2 т <4 г". , о г. 
20-38)(2+8)<(2х+5)(-1); (8-5) (8+5) >4(0-1)(0+3); 


0,2х-4<0,8х+0,2, 
(х-3)(х+2)+2х< (х3)? +6; 


2,62 -2(1-1)« -0,41-10, 
еее ЛЕЯ 


4 Знайдіть усі цілі розв'язки системи нерівностей: тр. 
Готуємося до ДПА о 


й он 5+1,1<0,2(#-3)+2, 
1) 45х-2 
з +х>210х+1; -4(1-2)»4(1-2(2--1); 
8 0 8, -2х+х(х-5)>(х-7)(х+7), 
2)4 3 6 4) 311-4х 1 х+2 
аЛ М ина 
1+8у 5 9+4у у-1 | ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
5) 3 2 3 7 | У різних математичних текстах 
(у? +3)(у-9) < (у -4)(4--у)-9у" +163; фігурними дужками позначають: 
» операцію взяття дробової ча- 
з(т-1) стини числа; 
е Бааша С • пріоритет операцій — як тре- 
б Й о стій рівень вкладеності після 
т+4 | - 
2т+7(т-1) > -10. круглих і квадратних дужок. 


г 


Розділ 1 


Ө Знайдіть область допустимих значень змінної виразу: 


1) Мх +43 : 
2) «1-5 –24ү10-+; 


3) «аз 6 - (222 ; Б) (22 +у+үу-2; 


4) 4/-у+4 +4/-2+у; 6) 4/5-у +4у-6. 


(6) Розв'яжіть нерівність, що містить змінну під знаком модуля: 


1) |х -4|-18«0; 


2) 15-|6-т|20; 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 4 


@ Розв'яжіть подвійну нерівність -6< 2х «10. 


|-512| | |-8:8) |-3:5)  [-12;20] ; 


оосссссссвввовововсввовововоссвовсвовововововсовсововововового 


Розв'яжіть подвійну нерівність 
-12«х-4«20. 


сососовсосввоввввовововововововсовоовововвосвовововввовововогвог 


: [1616] [-8;24] [-3;5] [-5; 3] Е 


сосовососсввоввввсвовововововсвсввввсововвсвсвовововововововогог 


А Б В Г 
(1;9) (3; 4) (4;9) (1; 3) 
Ө Розв'яжіть систему нерівностей | а 
А Б В г 
(-=5-8)0(& +=) (8:4) (фа) | 9 


оосососововвввовововсоввсввсвсвововововвсвссоввоввссссвсовсовововооо 


3) |бх-3|-11»0; | 5) оо -1«0; 


4) |7-4п|-1520; 6) 112-4 -4>0. 


й Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи 


5) До участі в конкурсі на кращий соціальний 
плакат «Моє бачення Європи» запрошують 
молодь. За умовами конкурсу вік учасни- 
ків х становить від 15 до 35 років. Укажіть 
систему нерівностей для визначення х. 


оооооооеоовоооовосооовсоососововсоооооововоооосовососооооо о 


А Б В Е 
х 215, х «15, х «15, х 215, 
х<85 х2 85 х<85 х285 


Установіть відповідність між нерівностя- 
ми (1-8) та множинами їх розв'язків (А-Г). 


сососссововвововововввовововввовввоввовововововововововововог 


7) | х|з 8 Б 


оососоововвсвововввсововввововсововвововововвввввввсвввввсвого 


Ф Розв'яжіть нерівність 19-4х<х+4<11. 


в) Розв'яжіть систему нерівностей 


х х т 
на ній ан 
6 5 30 
7(х+3) 228. 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


А . » |Х « А 
1) Множиною розв’язків системи нерівностей й З 6 є промі- 
Ш 
жок (5;6]. 
х<7, 


2) Якщо М — множина розв'язків системи нерівностей зт 
24, 


то Мт), 


3) Множиною розв'язків нерівності |х |+1<0 є порожня 
множина. 


4) Якщо [23 то х>2. 


5) Якщо |х |<8, то х>-8. 


ЗАДАЧА «ФЕЄРВЕРК» 


Різні кольори зірок феєрверку зумовлені тим, що начинкою 
ракет є різні піротехнічні суміші, які під час згоряння випромі- 
нюють світло з різною довжиною хвилі 2. Докладно з електромаг- 
нітними хвилями, у тому числі й світловими, ви познайомитеся 
на уроках фізики. Довжини хвиль видимого світла (у нанометрах) 
наведено в таблиці. 


ооооооооооео о о ооо ео оо ооо ооо ооо ооо ооо оо ооо ооовавооооооо ооо о о ооо о ооо ооо ооо е ооо ооо о ео 
. 


1, Колір Довжина хвилі \, нм Колір Довжина хвилі \, нм з 
ДАЕ АБЫЕҢ ЕЕРЕЕ ЕВ НН 
:Фіолетовий 380 «2. «440 Жовтий 565 «2.«590 : 
«Синій 440 424485 - 5 
: РАЕН Оне РА инса реА ассан Оранже 590 42.«625 : 
Блакитний 485 «2.« 500 вни : 
"Зелений 500«2 «565 || Червоний б25«Л«740 _" 


Визначте, яким буде колір феєрверку, за такими даними. 

Ф Піротехнічна суміш містить сполуку натрію. Під час її згорян- 
ня випромінюється світло, довжина хвилі якого задовольняє 
нерівність |2-578|«11. 


ө Піротехнічна суміш містить сполуку стронцію. Під час її 
згоряння випромінюється світло, довжина хвилі якого задо- 
вольняє нерівність |67 8 | <25. 


9) Піротехнічна суміш містить сполуку міді. Під час її згорян- 
ня випромінюється світло, довжина хвилі якого задовольняє 
нерівність |\^ -525|«39. 


Леонід Віталійович Канторович 
(1912-1986) — видатний мате- 
матик і економіст, один із за- 
сновників лінійного програму- 
вання, лауреат Нобелівської 
премії з економіки 1975 р. за 
внесок у теорію оптимального 
розподілу ресурсів. 

Л. Канторович у 14 років всту- 
пив до університету, у 22 роки 
став професором університе- 
ту, у 23 — доктором фізико- 
математичних наук, у 26 — ке- 
рівником наукової школи. 
Найулюбленіші задачі Л. Кан- 
торовича — транспортна зада- 
ча та задача про оптимальний 
розкрій. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Найбільший у світі феєрверк 
був запущений у 1988 р. під час 
одного з японських фестивалів. 
Важив феєрверк понад 500 кг, 
а його «вогняна квітка» мала 
діаметр понад кілометр. 


Розділ 1 


а Розв'яжіть систему нерівностей: 
Див. | Див. прикладі || З 
9 


Е ден: 9 


»-1, о ва 
1) б 3) 44 5 20" 
4 3(х-8)<15; 
< - 
и 4х 2-16, 1 13х+5<10(х+4)-–2, 
8-х<2; ЗА а ЕВ, 
Ө Розв'яжіть нерівність: 
1) -7<х<4-5; 3) т-х< < <9; 
2) -ІА«х-8«28-4х; 4) х-6<2-2<8+2х. 


5 
| Див. приклад 3 Ө Розв'яжіть нерівність, що містить змінну під знаком модуля: 


1 


2) 
3) 


|х|<5; 4) З|у| 218; 7) вві 50 
|у| - 8; 5) |х -4|-9«0; 8) |ау-1-2320 
4| х| «32; 6) (у-1|-12»0; 


| Див. приклада З приклад 4 Ө Розв'яжіть задачу. 


тоа, ПРОФЕСІЯ 


У Харківському національному 
автодорожньому університеті 
було створено прототип авто- 
мобіля, який може проїхати 
575 км на 1 л пального. Його 
маса близько 40 кг, швидкість — 
до 60 км/год. Це найбільш 
енергоефективний автомобіль 
країни, його внесено до Книги 
рекордів України як автомобіль 
з мінімальними витратами паль- 
ного (менше ніж 2 г на 1 км). 


Дізнайтеся більше: уууууу.Кһааї. 
Кһагкоу.иа 


1) 


2) 


3) 


4) 


Перший маршрут безпілотний автомобіль долає за х хв, 
а на другий маршрут витрачає на 15 хв більше. Цей авто- 
мобіль запрограмовано так, що час на подолання першого 
маршруту становить не більше ніж 50 хв, а другого марш- 
руту — не менше ніж 24 хв. 

а) Складіть систему нерівностей для визначення х. 

б) Знайдіть х. 


Мотоцикл грунтовою дорогою за 2 год долає більше ніж 

120 км, а автострадою за З год — не більше ніж 390 км. 

а) Складіть систему нерівностей для визначення швидко- 
сті о (у км/год) мотоцикла протягом поїздки. 

б) У яких межах змінюється швидкість мотоцикла? 


У магазині спортивних товарів перший покупець за один 
баскетбольний м'яч вартістю 80 грн і б однакових тенісних 
м'ячів заплатив не більше ніж 200 грн. Другий покупець за 
один волейбольний м'яч вартістю 100 грн і 10 таких самих 
тенісних м'ячів заплатив не менше ніж 200 грн. 

а) Складіть систему нерівностей для визначення вартості 

одного тенісного м'яча, позначивши її через х (у грн). 

б) Знайдіть х. 


Довжина бічної сторони рівнобедреного трикутника дорів- 
нює 16 см, а його периметр більший за 40 см. Яку довжину 
(у см) може мати основа цього трикутника? Відповідь за- 
пишіть у вигляді проміжку. 


ГЕ аа рони вени .. 
У ПРИГАДАИТЕ! : 
5 При яких значеннях а система нерівностей має хоча б один "7" • Розв'язування систем не- : 
розв'язок? 1) рівностей різних знаків -- : 
1) т 2) ез 3, 3) аю 4, 4) р 5, : с. 79—80. : 
х>а; х»а; хга; хха. 1» Розв'язування нерівностей, : 
. . б : що містять змінну під знаком : 
@ Розв'яжіть систему нерівностей: модуля — с. 83. : 
1 Ба ан ма осссоссввссвоввввсввввсввсвовововово зі 
4 5 . 
-2<х<9; |7+2х|<5; 
а коле із ек 
7 8 
а а |20-5х |> 80. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


1 На рис. 8 зображено графік функції у=/(х), заданої на про- Рис. 8 
міжку [-3; 8]. 
Знайдіть: 
1) 7(-2); 5) нулі функції (значення х, при яких /(х)= 0); 
2) 7(1); 6) значення х, при яких /(х)=2; 
3) 7(4); 7) множину розв'язків нерівності /(х)<0; ТО ВЕ МАКТ 
4) 7(8); 8) множину розв'язків нерівності /(х)20. 


2 Знайдіть значення аргумента, при яких задана функція на- 
буває додатних значень; від'ємних значень. 


1 1 
1 =0,5х+—; 4) у=—х-7; 
) у ) у е 


2) у=—2х-11; 5) у=12,5—0,5х; Нобелівської премії з матема- 


1 тики не існує. Ідея запровадити 
8) у=2х+11; 6) у= з зе» . математичну премію належить 
канадському математику Джо- 
ну Філдсу (англ. Јоћп Ріе/а/ѕ, 


ё 1863-1932). 
Медаль Філдса (Біеі/сіз Меаїіі) — 
44 Для моєї діяльності характерним є постійне найвища нагорода в галузі ма- 
взаємопроникнення теорії та практики, щодо прак- тематики, яку кожні 4 роки при- 
тики, вона нерідко далеко виходить за межі мате- суджують математикам віком 
матики. до 40 років за значний внесок 
9 9 А у науку. У 2018 р. відбудеться 
Леонід Канторович наступне нагородження лау- 


реатів цієї премії. 


Ё ІНТЕРНЕТ-ПОСИЛАННЯ 


Онлайн-калькулятор Оеѕтоѕ: 
умум. деѕтоѕ.сот /саїсціаїог 


. . 


. 
оооооовоооо 


. . 
ооссссосвсововвввовсвововововововового 


7 Інтерактивні інструменти 
Зб онлайн-калькулятора 
• Повзунок -- дозволяє зміню- 
вати значення в ручному або 
автоматичному режимі 


+- є о « 


т=42 


• Масштабування — дозволяє 
зменшувати або збільшувати 
зображення 


• Вибір точки — дозволяє ді- 
знатися координати будь-якої 
точки графіка 


е 
оосссосововововвввоввввовововововововвовсввовововововововововововововввосововосвсовввововововововововог 


оосссосовсвсоввввовсововввоововссововововововововововововововсововсовссововсвсосвсссовооссовосвсовового 


че 


Пропонуємо скористатись онлайн-калькулятором Оеѕтоѕ. 
Цей сервіс дозволяє складати таблиці значень, будувати графіки 
функцій, зображувати множини розв'язків нерівностей та си- 
стем нерівностей; створювати анімовані картинки, динамічну 
наочність та багато іншого. 


Після запуску онлайн-калькулятора Оеѕтоѕ на екрані з'я- 
виться панель (рис. 1), у лівій частині якої розташоване поле для 
введення даних (множин точок, рівнянь, нерівностей тощо). Права 
частина -- область побудов. 


(Створити обліковий запис гбо Уви Ө 1 


то и - | маінаіаніна аана 


Вводити символи (значення) можна з клавіатури комп'ютера 
або із вбудованої клавіатури, яку можна вивести на екран, клац- 
нувши відповідну позначку. Зміна режиму введення «числа» — 
«літери» відбувається натисканням клавіш «АВС» і «123» на 
екранній клавіатурі. 


ПРИКЛАД 1 
Побудуйте графіки функцій у-2х-3 і у=-х+8. 
Алгоритм побудови 

1. Запустіть сервіс Оеѕтоѕ. 

2. Введіть у поле для введення даних рівняння лінійної функ- 
ції у-2х-3. Перегляньте результат (в області побудов має 
з'явитися графік -- пряма лінія). 

3. Натисніть кнопку Додати та введіть нове рівняння у=-х +8. 
Перегляньте результат. 

Отримали дві прямі, що перетинаються (рис. 2). 


є Графік без назви Створити обліковий запис або ви Ө 2 


Щоб додати колір об'єктам або частинам 
площини, використовують нерівності. Якщо 
нерівність строга (знаки «<» і «2»), межа ко- 
льорової області буде пунктирною лінією. Якщо 
нерівність нестрога (знаки ««» і «2») - - су- 
цільною лінією. Залежно від знака нерівності 
заданим кольором зафарбовується відповідна 
частина площини (над або під межею). 


= ПРИКЛАД 2 


Знайдіть множину розв'язків системи не- 
у<2х+5, 


рівностей 
у<-х+8. 


Алгоритм побудови 


1. Скористайтесь алгоритмом побудови графі- 
ків, наведеним у прикладі 1. 


2. У записах рівнянь замініть знаки рівності 
на задані знаки нерівності. Отримаєте не- 
рівності уџ<2х+8 і у<-х+8. 


3. Перегляньте результат (рис. 3). 


Ви вже знаєте, що множину розв'язків не- 
рівності можна зобразити у вигляді півплощи- 
ни, кожна точка (абсциса або ордината) якої 
відповідає певному розв'язку. Ви отримали 
дві півплощини, які є зображеннями множин 
розв'язків заданих нерівностей. Переріз цих 
півплощин є множиною розв'язків відповідної 
системи нерівностей. 


Якщо ви знаєте властивості лінійної функ- 
ції, умієте будувати графіки, опанували тему 
«Нерівності», то зможете проявити свої творчі 
здібності, створюючи різноманітні зображення 
та анімації. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


@ «Намалюйте» клаптеву ковдру, користую- 
чись підказками (рис. 4). 


є «Побудуйте» будинок і розфарбуйте його 
різними кольорами за допомогою нерівно- 
стей (рис. 5). 


а) Створіть рисунок на свій розсуд і надішліть 
його друзям. 


4 ПРИГАДАЙТЕ! 


Системи нерівностей різних знаків можна запису- 
вати за допомогою подвійних нерівностей. 


. е 
оосссссосввововсвсвввсввовсвовосвовсововссввсвсвсововсвовсовововового 


== Графік без назви 


ою 


Створити обліковий запис або Увійти 


-всха-4(3сус4) 

45х<-2(2<у<3) 
-45х5-3(0<у<2} 
-3<4х<-{0<у<1} 
-6<0<-4(0<у<3} 
-35х5-%{1<у<2) 
=45х5-2{3<у<4} 


А у= 41-6<х<-2)} 
52. 


= Графік без назви (Створити обліковий запис або 


у=0{-2<х<2} 


у=х+6{-3<х<0} 


ут -0+6(0<х<3) 


Розділ 1 


ПІДСУМОВУЄМО ВИВЧЕНЕ В 5 5-7 


1 Ви навчилися розв'язувати лінійні нерівності з однією змінною за допомогою рівносильних 
перетворень. 
Рівносильні перетворення нерівностей 


Нерівності виду ах«Р або ах» 1. Якщо з однієї частини нерівності перенести 
в іншу доданок, змінивши його знак на про- 


(ах «р або ах?ь), дех — змінна, ) о | 
тилежнии, отримаємо нерівність, рівносиль- 


аі Б -- деякі числа, називають зб 
лінійними нерівностями з однією ну лени: 
змінною. 2. Якщо обидві частини нерівності помножити 


або поділити на одне й те саме додатне число, 


то отримаємо нерівність, рівносильну даній. 
Рівносильними називають нерів- 


ності, у яких множини розв'язків 
збігаються. Нерівності, що не 
мають розв'язків, також прийня- 
то вважати рівносильними. 


3. Якщо обидві частини нерівності помножи- 
ти або поділити на одне й те саме від'ємне 
число, змінивши при цьому знак нерівності 
на протилежний, то отримаємо нерівність, 
рівносильну даній. 


Схема розв'язування лінійних 
нерівностей з однією змінною Алгоритм розв'язування нерівностей, що зводяться 


до лінійних нерівностей з однією змінною 


1. Розкрити дужки (якщо вони є), перенести додан- 
ки, що містять змінну, у ліву частину нерівності, 
а доданки, які не містять змінної, — у праву, зве- 
сти подібні доданки. 


2. Поділити обидві частини нерівності на коефіцієнт 
при змінній: 
• якщо коефіцієнт — додатне число, то знак нерів- 
ності не змінюється; 
• якщо коефіцієнт -- від'ємне число, то змінити 
знак нерівності на протилежний. 
3. Зобразити множину розв'язків нерівності на чис- 
ловій прямій та записати множину розв'язків не- 
рівності за допомогою числового проміжку. 


розв'язків х — будь-яке 
немає число 


2 Ви дізналися, що таке об'єднання та переріз множин, числових проміжків. 


Об'єднанням множин А і В називають мно- 
жину всіх елементів, які належать хоча б од- 


Перерізом множин А і В називають ні і 
ній із множин А і В. Записують: А|)В. 


множину їх спільних елементів. 
Об'єднання кількох числових проміжків — 


С множина всіх чисел, що належать хоча б од- 
Переріз кількох числових проміжків — ному з цих проміжків. 


множина всіх чисел, що належать кож- 
ному з цих проміжків. 


Записують: АПВ. 


Можливі випадки знаходження перерізів та 
об'єднань числових проміжків -- с. 70-71. 
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3 Ви навчилися розв'язувати системи лінійних нерівностей з однією змінною, нерівності з модулем. 


Розв'язком системи нерівностей з од- 
нією змінною називають таке значення 
змінної, при якому кожна з нерівностей 
системи перетворюється у правильну чис- 
лову нерівність. 


оссссосовсовововсововововвсввсвововсввссовоосвсоввввсвсововвсоввсововсовововсвовововсовсовововоевововововововсовсоввссовововововсововововсовововсововог 


х»а, х<а, 
х»б 


а» 


тобто хє (а; +), 
«більше більшого» 


а< Б 


Б 
х 


х», 
тобто хє (0; +), 
«більше більшого» 


Розв'язати систему нерівно- 
стей означає знайти всі її 
розв'язки або довести, що їх 
немає. 


Розв'язування систем нерівностей 


х«фб 


»а, хр, 


х<а, 


ро 3-5 


а х (7) а 


тобто хє (— =; Б), 
«менше меншого» 


тобто хє (– сег), 
«менше меншого» 


х»а, 
хр 


розв'язків немає, 


тобто Д 


х2а, : 

хар : 

везана ааваа; 

х ІА а хо! 
розв'язків немає, : 

тобто 2 : 


а 


а«хаб, 


тобто хє (а; Б) 


а«схаь, 


сосссооссовововововввввсвоввововсоввсввовсвсоовсвсовввввововссовсоввссвовсоововсвововсвсововсововсовововсовововововвсовововсовссвосвсовсововсососсвовоо 


• якщо 


• якщо а= 


• якщо 


• якщо 
• якщо 
• якщо 


х>а 


Ж аз 


х<а 


зу 


розв'язків немає, 


тобто Д 


Х аз РА 


єдиний розв'язок 


{а} 


Розв'язування нерівностей, що містять змінну під знаком модуля 


|х |<а 

то хє (-а;а) 

то розв'язків немає (7) 

то розв'язків немає (7) 
|х | «а 

то хе| аа) 

то х= 0 

то розв'язків немає (2) 


• якщо 
• якщо 
• якщо 


• якщо 
• якщо 
• якщо 


|х |>а 
то хє (–°;-а)(а;+°) 
то хє (- ге; 0)0(0; +) 
то хе(- 22; +), або хє В 
| х|Ра 
то хє (- 2г; -а | | аг - 2») 
то хе(- со; +), або хє В 
(- 


то хе(- 22) со), або хє В 


оооооооооооооооосоёооеовоовоовооооовооооое 


№3 й Готуємося до ДПА 


6) Варіант 2 контрольної роботи 


@ Розв'яжіть нерівність 4-х «0. 


А Б В г й - 
(не) вно) 0 сем сн | 
: Б г 
Ө Розв'яжіть нерівність 5х >10. (12; А зі (11, 12) ; 
М Б в г : сссосссвовссвввсввввоввввсвовввсвовововвввсввсвсоввввововововсо 
: Ф Розв'яжіть подвійну нерівність 
- 15 — оо; – 2 —2; оо 15; ео 
( ( ( И ( Ы –14<4- за $7. 
(8) Розв'яжіть систему нерівностей 
Ө Розв'яжіть нерівність 6х<7х-2. 12х-15»8(х-1)-5, 
КЕИ : 25-7 «у. 3-11. 
А Б В Г : 8 
: (- е; -2) (- оо; 2) (2; Ре о) (-2;+ о) 5 ө Якщо до деякого натурального числа дода- 


ти його четверту частину, то сума буде біль- 
шою за 20. Якщо від даного числа відняти 
його половину, то різниця буде меншою 


о Укажіть число, що є розв'язком нерівності від 15. 
х?<8х. 1) Складіть систему нерівностей для визна- 
чення даного числа, позначивши його че- 
РОН закдефенновитнаивинеюваниз аве ое ене теее рез п. 
А Б В Г : 2) Розв'яжіть систему нерівностей. 
: -9 5 -5 2 : 3) Скільки існує чисел, які задовольняють 
арувіуаавнам уканаійдивананивонивівовииаьой «АИРЕТУГ НИЕ ~ умову задачі? 


10 Розв'яжіть нерівність 25-5х<2х-8<х+14. 


КИЧЕОЕТНИРРРЕРЕРРРРЕСТИРРРИРРРИРВИННЕЕРРЕНЕНИРЯРГИ вашунав Зазнаная 
А Б В р і ©) Розв'яжіть нерівність 
[9:9] (--=;9] (--;-9]0(9;+-) [9;+ә) | бух +55145 +8). 


ЗАСТОСОВУЄМО НА ПРАКТИЦІ 


Поняття функції — одне з фундаментальних 
загальнонаукових понять, що відображає ди- 
намічні процеси реального світу, математичні 
моделі яких будують у вигляді рівнянь, не- 
рівностей та їх систем. Опанувавши цей розділ 
ви зможете: 


розраховувати траєкторії руху літальних 
апаратів, спортивних снарядів, птахів; 

розробляти схеми шляхів сполучення, 
маршрутів, визначати місцезнаходження 


ШЛЯХОМ ДОСЛІДЖЕНЬ 


Історія розвитку поняття функції 
Алгебраїчні криві та їх графіки 
Функції у навколишньому світі 


Функціональні залежності в природознавстві, економіці, 


медицині, інженерії 


Побудова графіків за допомогою прикладних комп'ю- 


терних програм 


Графічне розв'язування систем рівнянь із двома змінними 


Метод Крамера 
Оптичні властивості параболи 


КВАДРАТИЧНА ФУНКЦІЯ 


об'єктів, прогнозувати розвиток природ- 
них явищ та зміни погоди; 

аналізувати тенденції споживання кому- 
нальних послуг і пропонувати найкращі 
варіанти енергозбереження; 


е досліджувати процеси за допомогою елек- 


тронних ресурсів і соціальних мереж; 


е розв'язувати виробничі завдання, пов'я- 


зані з розподілом ресурсів, плануванням 
прибутків, логістикою і маркетингом. 


Вам не потрібна жодна 
магія для того, щоб змінити 
цей світ. 


Джоан Кетлін Роулінг 


Ви познайомилися з лінійною функцією, оберненою пропорційністю та окремим 
випадком квадратичної функції, їх властивостями та графіками 


Ви узагальните свої знання про функцію (область визначення та область значень 
функції, способи її задання) 


Ви зможете будувати графіки залежності двох величин та використовувати по- 
будовані графіки для розв'язування задач практичного змісту 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


15 січня 1892 р. вважають днем 
народження баскетболу. Цього 
дня Джеймс Нейсміт, викладач 
одного з американських коле- 
джів, опублікував 13 правил но- 
вої гри, яку винайшов для своїх 
студентів. Сучасний баскетбол 
налічує понад 200 правил. 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 
функція 
• аргумент (незалежна 
змінна) 
• функція (залежна змінна) 


е область визначення функції | 


• область (множина) 
значень функції 

• графік функції 

• способи задання функції 


Баскетбольний м'яч підкинули вгору. На рис. 1 зображено за- 
лежність висоти р (у метрах), на яку піднявся м'яч над поверхнею 
землі, від часу і (у секундах), тобто графік функції №(#). 

А, мл 
8 


Рис. 1 


Користуючись графіком, дайте відповіді на такі запитання. 
1) На яку найбільшу висоту піднявся над землею м'яч? 
2) Через скільки секунд після кидка м'яч уперше торкнувся землі? 
3) Скільки разів м'яч торкнувся землі протягом перших п'яти 

секунд після кидка? 
4) Знайдіть значення (3) і ^(4). 

Коментар до розв'язання 

Найбільша висота, на яку піднявся м'яч, становить 8 м. Заува- 
жимо, що висота / набуває значень із діапазону від 0 до З м включ- 
но, часі - від 0 до 6 с включно. Діапазони значень, яких можуть 
набувати незалежна й залежна змінні, характеризують функцію 
і називаються областю визначення та областю значень функції. 

Моменти, коли м'яч торкався землі, відповідають точкам пе- 
ретину графіка з віссю і (точки А, В, С, Р). Отже, протягом пер- 
ших п'яти секунд м'яч торкнувся землі двічі, уперше — через 
3,25 с після кидка (абсциса точки А). 

Щоб знайти, наприклад, значення һ(4) , потрібно визначити 
ординату точки з абсцисою і - 4 (тобто ординату точки К). 


Поняття функції -- одне з найважливіших у курсі математи- 
ки. Пригадаємо основні відомості про функцію, які ви вже знаєте. 


ФУНКЦІЯ, ЇЇ ГРАФІК, ОБЛАСТЬ ВИЗНАЧЕННЯ 
ТА ОБЛАСТЬ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ 


Функцією називають залежність змінної у від змінної х, якщо 
кожному значенню х за деяким правилом ставиться у відповід- 
ність єдине значення у. 


х -- аргумент (незалежна змінна); 

у -- функція (залежна змінна); 

у=] РУ -- функціональна залежність у від х (правило). 
Наприклад: 5(а) за? — залежність площі $ квадрата від дов- 


жини а його сторони; 5(2)-06ї — залежність відстані 8, яку про- 
ходить тіло, рухаючись із постійною швидкістю 05, від часу і. 


Оскільки у функціональній залежності у = (х) кожному зна- 
ченню незалежної змінної х відповідає певне значення залежної 
змінної у, то слід говорити і про множину значень змінної х, і про 


множину значень змінної у. 


Означення 1. Множину всіх значень незалежної змінної (ар- 
гумента) називають областю визначення функції. 


Означення 2. Множину всіх значень, яких набуває залежна 
змінна, називають областю значень функції (або множиною 
значень функції). 


Область визначення позначають великою літерою Р, область 
значень — великою літерою Е. Наприклад: Д(у) — область ви- 
значення функції у; Е ( у) — область значень функції у. 


Областю визначення функції, яку задано формулою, є об- 


ласть допустимих значень (ОДЗ) змінної відповідного виразу. 


Наприклад, областю визначення функції у- 


+2 є ОДЗ 
х-11 Д 


3 Р : А 
7 +2. Цей вираз має зміст при всіх 


змінної, що входить у вираз 


значеннях х, окрім 11. Таким чином, Д(у): хє (- =;11)0(11;+‹). 


РОЗМИНКА 1 


б Знайдіть область визначення функції: 


1) у(х) = 2-8; 2) А(х)=3/х +5,2; 3) (аа 


У Функція 


осососсвововововввововсвововссвововововововововов 


. 


Називають: 
х — аргумент; 
у -- функція; 


уз ї(х) -- функціональна 
залежність у від Х. 


Записують: у= /(х). 

Читають: «у дорівнює # від х». 
Найчастіше аргумент познача- 
ють через х, а функцію — че- 
рез у або /(х). Проте можна 
використовувати й інші літери, 
якщо цього потребує умова 


завдання. 


. . 
соососвовововововововововсововогогов 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! @ 4 


. Р(у) — область визначен- 
ня функції у; 


. Е(у) — область значень 
функції у. 


СЛІД ЗНАТИ 838) 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Функції у програмуванні. Функ- 
ція — частина програми, яка 


реалізує певний алгоритм. 
Функції у фізіології. Функція — 
діяльність окремих живих орга- 
нів та їх системи, а також усьо- 
го живого організму. 


соссссссовссвсвсссвовог 


3 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 
Область визначення та об- 
ТЕ В 
ласть значень функцій у = — 
х 
(во), у= х?, у= үх та їх 


графіки наведено на с. 145. 


. 
"оосссссссввссовсовввсововсововоововоевеог" 


е 
е 
. 
. 
. 
. 
е 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
е 
. 
. 
. 
е 
. 
е 
. 
. 
е 
. 
. 
. 
е 
. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
В алгебраїчній геометрії розгля- 
дають алгебраїчні криві, опису- 
вані рівняннями вищих степенів. 
Деякі з них отримали назви на 
честь своїх дослідників. 


Декартів лист 


х?+у?=8аху 


чу 


ПОМІРКУЙТЕ 


Спробуйте задати відомі вам 
функції всіма можливими спо- 
собами. Який спосіб, на вашу 
думку, є найзручнішим? 


Дізнатися про переваги й не- 
доліки різних способів задання 
функцій ви можете, звернув- 
шись до інтернет-підтримки 
підручника. 


. . 
соссссосовововововововововоевовового 


©  СЛІДЗНАТИ! 
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Означення. Графіком функції / (х) називають фігуру, що 
складається з усіх точок (х; у) координатної площини, абсциси 


яких відповідають усім значенням аргумента х, а ординати -- 
відповідним значенням функції /(х). 


Ви вже можете побудувати графіки відомих вам функцій 
та знайти область їх визначення й область значень. Розглянемо 
як приклад окремі випадки лінійної функції. 


сососссоссвсовввсвсововововввсввовововововвввсвоввсвввсввсвввсосовсвсввововввсвсввовоо 
. . 


б Лінійна функція у= ёх +6, графік — пряма я 
: к+0, 5=0 (у=Ех) Е+0, 6+0 Е=0 (у=) : 
: ул ул : 
: Е»0 ь»0 : 
: Е<0 
0 т 0 а 
: ь«0 : 


.ЖКу): ує(сесужев) | Е(у): ре (-=+ә) Е(у): у={0) 


. . 
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СПОСОБИ ЗАДАННЯ ФУНКЦІЇ 


Функцію вважають заданою, якщо вказано правило, за до- 
помогою якого можна за кожним значенням незалежної змінної 
знайти значення залежної змінної. Іноді додатково вказують об- 
ласть визначення функції. 


" Функцію можна задати одним із таких способів: . 
5 е аналітично -- за допомогою формули; -. 


: • графічно — за допомогою графіка; : 
з». е таблично — за допомогою таблиці; де 
ж словесно — за допомогою опису. ж 


. . 
сососссоововввовсввввовсоввовововсовсввовсоввввосвовввовововововововововововово 


Найчастіше функції задають аналітично або графічно. 


Якщо функцію задано аналітично, то за поданими значеннями 
аргумента можна знайти значення функції (і навпаки), підставив- 
ши відповідні значення у формулу, якою задано функцію. 


Якщо функцію задано на кількох проміжках за допомогою 


кількох формул, то значення функції знаходять за тією форму- 
лою, якою функцію задано на відповідному проміжку. 


. 1, якщо х«- 1, 
Наприклад, функцію у- задано на двох про- 


х?, якщо х2-1, 


міжках (див. графік на рис. 2). Знайдемо значення цієї функції: 


1) якщо х=-5, тобто хє (- го; -1), то у(х)=1, У(-5)-1; 


2) якщо х -3, тобто хє| -1; ко), то у(х)зх', у(3)-82-9. 


РОЗМИНКА Я БХ и зоосооососовововговговововогвгововгвог я 
О и" Для того щоб визначити, : 
Ф Знайдіть значення функції при заданих значеннях аргумента: : чи проходить графік функції : 
Е Бу е ие : через задану точку, потрібно: : 

1) у(х) =2х-3, к=; 3) у(а)-да ча, аз-й; 1) підставити значення абсциси : 

2) з(г)-1?-4, 1--5; 4) и(х)= Ге +4, шоб. : та ординати точки у форму- : 


В лу, якою задано функцію; 
Не виконуючи побудови графіка, визначте, чи проходить через : 2) перевірити, чи є правиль- : 
: й Й 


задану точку графік функції: : ною отримана рівність. 
1) у=4х+7, В(-1;3); 3) у= Ух-Т +5х, В(-9;-49); РРР РОТРРУРЕЯ “ 
2х2 


2) узх'-9, К(-2;-13); 4) у= 


=, Н(-2;2). РОТА 


х? + 

У випадку, коли функцію задано графічно, вам стане в при- 
годі вміння читати її графік. За графіком можна знайти значення 
функції при заданих значеннях аргумента (і навпаки), а також об- 
ласть визначення, область значень функції. Слід лише пам'ятати, 
що значення, які знайдено за графіком, не завжди є точними. 


Наприклад, функцію у= (х) задано графічно (рис. 3). За гра- 
фіком маємо: 1) Д(у): хе|-5,7| 2) Е(у): ує| 456. 


ПРИКЛАД 1 


Функцію задано формулою и(х)=-3х?+х-1. Знайдіть зна- 


Ду) -- проекція графіка на вісь 
абсцис, Е(у) — на вісь ординат 


чення функції при х-0, х=-2, х=а+1. Рис: З 
Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії 


Знайдемо значення нкції при х-0, тобто 0). 
КРОК 1 демо зн Функції пр ЩО) (0)--8.020-1; у(0)--1 
Для цього підставимо у формулу значення х =0. 


. 
КРАОРОНР ОР НОРИ РАН ДИ Р ОИНСИ ИИА аа СЕАИ СИ СИЧАНАНАТАККОЦИНАН Еа аСен МЕА аара е. 
• 


2 
КРОК 2 Знайдемо у(-2), підставивши в задану формулу зна- у(-2)--8-(-2) -(-2)-1 - 
чення х.-2. =-8:4-2-1; у(-2)--15 


у(а+1)=-3:(а+1)+(а+1)-1-: 


КРОК З Підставимо в задану формулу замість х вираз ачі - 3,2 -ба-3-ач1-1; 
та спростимо вираз у правій частині рівності. 9 
у(а+1) =-За -ба-3 


Відповідь: у(0)--1; у(-2)--15; у(а+1)=-За?-5а-3. 


росососсвововсосвсовсвовсовововововововсововововсовсосввоввовсосвссововсовсовоевововововоо 


Р" ключовий МОМЕНТ 
ў Кожному значенню аргумента відповідає єдине значення 
: функції, проте одному значенню функції можуть відповідати 
: кілька (1 навіть безліч) значень аргумента. 

Наприклад, за графіком функції у=/(х) (рис. 4) бачимо, що 
значенню функції у-О відповідають значення аргумента х}, Х», 
Ха» Хі» тобто у(2 ) -М( ха | - (ха) ем ( ха) еВ. 


Б ПРИКЛАД 2 


. 1 2. 
Рис. Й Функцію задано формулою х) = -х-8. Знайдіть зна- 


чення аргумента, при якому значення функції дорівнює - 1,5. 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії : 
АБИ Р Бе БР Б Р 


КРОК 1 Підставимо в задану формулу значення 
функції /(х)=-1,5. 


1 : 
КРОК 2 розв'яжемо отримане квадратне рівняння. 55 -х-1,5=0 |2; х =-1 або х,=38 : 


Відповідь: -1 або 83. 


0 ТРЕНУЄМОСЯ 


| Знайдіть значення функції при заданих значеннях аргумента: 


1) у=5-х; х=0, х=8, хаї; 


аклана: | 2) у= 18; 2-0, х=-6, х=а+3; 
х- 
ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Розгадайте ребус. 


8) у=5-үх+16; х-0, х-9, х=а-16; 


4) у=-4х? +3х+5; х=0, х=-1, х=п+1. 
Знайдіть значення аргумента при заданому значенні функції: 
5) Р(х)=17+х, Г(х)-12; 7) у=5+ү6-х,у=9; 


6) у==20-,у=8, 8) у= ар у - 1. 


= ПРИКЛАД З 

2 
а . Знайдіть 
8х-21 


Функцію задано формулою &(х)=үх-6 + 


область визначення цієї функції. 


Розв'язання 


Крок Зміст дії Результат дії : 
ЕНЕННЕНННН БЕНЕЕНБННН ВЕНННННН ЕНН»: 


Функцію задано аналітично, тому область її визначення 
шукаємо як область допустимих значень змінної х, що 


КРОК 1 әх? 1 р(в): ЕЕ и 


входить у вираз үх-6 + 1 (тобто такі значення х, 8х-21+0; |х+7 
х - 


при яких цей вираз має зміст). 


Педан зовано нано чан За м зерно РОО ВАРРНРИТЕНН ЧИК 5 ПОЛЕ ОР РО ОН - 
КРОК 2 Зобразимо отриманий результат графічно та запишемо 6 7 бя 
його у вигляді об'єднання проміжків. РР [6; ту (т; +) 
Відповідь: р(&): хє[6;7)0(7;+). 
(9 ТРЕНУЄМОСЯ 
З Знайдіть область визначення функції: 
6-х х'-4 
1 = й 5 -чхета ; 
) є(х) т" ) 8(х)= Ух гру ЗД ПОНРАРЕРУА Я (РАКРННУ РА ВИИКОНИ М 
2+х х-16 З а : 
2 = і 6 239- ; Я —, 2+0; й 
) 5(х) х-4 ) 5(х) х 4х+12 : Ь : 
3) &(х)=үх-1; 7) є(х)- Ух 12 ЕС ЛИР А Ух, х20; кн х>0 


6-2х і яр 
4) а(х)= 2-х; 8) #(х)=4/5х+20 - х М нь 


18-х 
8 ПРИКЛАД 4 
а й і 4-х 
Побудуйте графік функції у= Р 
х+ 
Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії 


(у): х+2+0; х+-2; 


КРОК 1 Знайдемо область визначення функції у(х). 


Побудуємо графік лінійної функції у=2-х, тобто 
пряму, що проходить через точки (2; 0) і (0;2). 
Вилучимо на графіку точку з абсцисою х= -2. 


КРОК З 


СЛІД ЗНАТИ! : 

е Розв'язування більшості зав- : 
| дань, пов'язаних із функ- : 
ціями, потрібно починати зі : 
знаходження області визна- : 
чення функції. : 


Будуючи графіки функцій, 
необхідно пам'ятати про 
«виколоті» точки. 


ФІЗКУЛЬТХВИЛИНКА : 
7 «Танцювальна математика» | 


Зробіть вправи: 


у= х у=-х 
1 
у= — у=-— 
х х 
і 
у= х? у= –х? 


ооссовоовссвсввввсвссвововововововогвоге 


т? =0 лише при т = 0; 


Ю а 20 завжди, причому 
а =0 лише при а-0 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


(з) Побудуйте графік функції: 


3х+3 9-х? (ж-1)4х 2% +2 
1) у= ; 8) у= ; Б) у=; 7) у=; 
) у ит ) у о )у РЕ ) Е 7 
п а Ауу х? -16 6) у= (9-х) ТАЕ 6ү3-х 
та ела -9 хүЗ-х | 


39 - 2-х . Знайдіть: 


жї 


1) у(0); 2) у(-1); 3) у(2); 4) у(-2); 5) у(-х); 6) и(т+2). 


а Функцію задано формулою у= 


-2, якщо х < 2, 
А 2 
0) Функцію задано формулою у= 2-х", якщо-2<х<1, 


1 8 
Ро. якщо х21. 


Знайдіть: 2 


1) у(0); 2) у(1); 3) у(-2); 4) у(4); 5) (013); 6) у(45 -2). 


(3) Побудуйте графік функції: 
-2х -3, якщо х<-8, 


2 2 
2 -2 
1) ус 8, 3) у= 2. с 5) у-13, якщо -3<х<0, 
х+2 х^ 95 1 
ро якщо х20); 
—2х+5, якщо х «2, 
9-х" х? -1 2 
2) у= ; 4) у=-205+——; 6) у= —, якщо 2<х<4, 
х+8 х1 х 


х-8,5, якщо х24. 


4 Знайдіть область визначення функції: 


0 у= ; 5) у= 2+0 вә ; 
25-5 х'-8х 
12х 2 
арен ло 6) у=ү-2х+6 + ; 
У 9165? И 1-х 
3) РЕ й Т) ГТЕНЕ ШИНЕ 
х+3 (х-3)(х+7) 
СТ нат: а, о: 0 бра осаді; 
х-2 2х-16 
Ө Знайдіть область значень функції: 
1) узх'я8; 3) уз хі 5) у- Ух 8-2; 


4) у=—үх; 6) у- Ух? 49. 


Не виконуючи побудови, знайдіть координати точок перетину 
графіків функцій: 


1) у-2х-4 і у=5х+2; 4) у=-х?+4х і у=2х; 

2) йо і у=-4; 5) у=х?+4х+4 і у=х+4; 
х 

3) у=х?+2 і у= х+2; 6) уџ=9-х? і у= х? -6х+9. 


ө Не виконуючи побудови, визначте, чи проходить через задану 
точку графік функції: 


8 
х-4, якщо х <6, ———, якщо х<-5, 
1) у= 2 зв 2) у=4 х-5 
и 3х? -х?, якщо х>-5, 
точка Е(0;-4); точка 1(-1; 2). 


-4, якщо х<-2, 


(8) Задано функцію /(х)= -х?, якщо -2<х<38, 
-х-б, якщо х 28. 


1) Побудуйте графік цієї функції. 


2) Розв'яжіть рівняння ў (х)=-4 графічним способом. 


ПОБУДОВА ГРАФІКІВ ФУНКЦІЙ У СООСІЕ 


У 8 класі ви навчилися будувати графіки функцій за допомо- 
гою програми Адуапсед Старрег. Розглянемо сервіс Сооєїе, який 
дозволяє будувати графіки функцій, заданих аналітично, визна- 
чати координати точок перетину графіків, знаходити значення 
функції в заданих точках тощо. 


1. У рядок пошуку введіть формулу, якою за- 
дано функцію, з використанням операторів 
для виконання дій (див. таблицю праворуч). 


2. Для побудови графіків кількох функцій 


ди визначення координат 
7 точок перетину графіків функ- : 
: цій уз (х) і у= є(х) потріб- | 
: но розв'язати систему рівнянь : 
р = (2), 
у= 8(х). 


оооооооооооовосооовововооооооеооооое 
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77 розв'язування рівнянь : 

: графічним способом : 

1. Побудувати в одній системі : 

координат графіки функцій, : 

що відповідають обом ча- : 

стинам рівняння. : 

2. Знайти абсциси точок пере- 
тину графіків. 


ооссососвсвовсвввввововововововововов 


: Функція Запис формули 
ни 


у= х х 
х 
у=х? х^2 


Соодіе х/х 2,зай(ю 1 і М 8 


(рис. 5) введіть у рядок пошуку (1 ) відповід- Усі Зображення Відео Новини Карти Більше Налаштування 


ні формули через кому без пробілів. 
3. Щоб змінити масштаб за однією або за обома 


Приблизна кількість результатів: 7 610 000 (1,25 сек.) 


осями, скористайтеся інструментом (2). Графіки функцій х, 1/х, х"2, загі(х) 
4. Клацнувши інструмент (3) на відповідному 2 Я кажнана Геажеча МІЙ (6) 
Е А 


кольорі, можна зробити активним графік цьо- 
го кольору. Вказівник миші матиме вигляд 
точки (4) на активному графіку. 


5. Для визначення координат певної точки ак- 
тивного графіка рухайте вказівник — угорі ві- 
дображаються координати (5 ) поточної точки. Рис. 5 


ЕНН 


Марія Гаетана Аньєзі (італ. Магіа 
Саеїапа Адпезіе, 1718—1799) — 
видатна італійка, яка займалася 
математикою, філософією. 
У 9 років Марія виступила з до- 
повіддю, у якій захищалося право 
жінок на якісну освіту. У 30 ро- 
ків надрукувала працю «Основи 
аналізу для італійського юнацтва» 
обсягом понад 1000 сторінок, 
яка містила всі розділи матема- 
тики того часу. Одна з кривих, 
яку досліджувала Марія, отри- 
мала назву «Локон Аньєзі». 


г у(х2+а?)=а? 


Равлик Паскаля 


у (хё+уё-ах)=1(х2+°) 


Э ә) 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо /(-6)=5, то 5є (7), а -бє Е(7). 
2) Якщо р(7)=(1; 3], то значення (1) не існує. 


3) Якщо Е (7) = (2;9), то існує таке значення аргумента хо, що 
(хо) =7. 


х-б 


5-х 


4) Областю визначення функції у- 


є порожня мно- 


жина. 


х-4 
5) Областю значень функції у- є множина (1). 
х-4 


ЗАДАЧА «ВАНТАЖОПЕРЕВЕЗЕННЯ» 
Транспортна компанія здійснює вантажоперевезення на від- 
стань, не меншу від 20 км і не більшу за 50 км. Вартість переве- 
зення вантажу на відстань від 20 до 30 км (не включаючи 30 км) 
становить 1000 грн, від 30 до 40 км (не включаючи 40 км) — 
1200 грн, від 40 до 50 км — 1400 грн. 
ср Знайдіть область визначення функції у=/(х), деу — вартість 
(у грн) перевезення вантажу на відстань х (у км). 


(2) Побудуйте графік функції у = /(х), знайдіть область її значень. 


Ө Визначте вартість перевезення вантажу на відстань 48 км. 


а З'ясуйте: 


1) чи може вартість перевезення вантажу дорівнювати 1850 грн; 
2) чи можна перевезти вантаж на відстань 55 км. 


є Функцію задано формулою: 
1) у-Т-х; знайдіть У(0), у(4), у(8); 


2) у= ИЙ ; знайдіть у(0), у(-3), у(а- 2); 


х- 
3) у-10- Ух -64 ; знайдіть у(0), у(36), у(а-64); 


4) у--8х'-х 8; знайдіть у(0), у(-2), у(п-1). 


Ө Знайдіть значення аргумента при заданому значенні функції: 


1) 7(х)=19+х, Г(х)-9; 3) уз1- 6-х, у=-7; 


36 1 ә 
2) ус----, у- 12; 4) у--х"-х-б,у-2,5. 
ио 00=. у 
Ө) Знайдіть область визначення функції: 
х-б 1-х? 
1 х) = Б 8 х)= +үх-5 ; 
) є х+1 ) є 38х -24 
2) а(х)= 3/18; 4) «(х)- 6-х - чо 
4х-28 
о Побудуйте графік функції: 
6-2 057 х-4/х ча 
а 26 буран» удо аа 
8-х х+1 х-4 х1-х 


Бонусні завдання 


Зобразіть, як може виглядати графік функції, область визна- 
чення якої: 


1) ру) =(-=5 -2)0(-2:2)0(2:+ =): 
2) р(у)=(-55-2)0(5+). 


(6) Знайдіть область значень функції: 
1) у=|х|+2; 2) у=|х+2|-3. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Розв'яжіть рівняння /(х)- 0, якщо функцію /(х) задано 


формулою: 
1) (х)-38-6х; 5) р(х) = х? -10х-16; 
2) Р(х) =5х+10; 6) Р(х) = х? -8х-9; 
3) А(х)=х2-6; 7) [(х)=9-4/х+5; 
4) #(х)=5-х°; 8) Р(х) =1+4х-25 


ИТТИ С 


ИЛ 


«ИТТИ С 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Крива на рисунку описується рів- | 
нянням (х2 +2 - 1)? – х?у? = 0. | 
Спробуйте її побудувати. 


ТО ВЕ ЅМАВТ 


Радимо прочитати 
книжку Хоакіна Наварро «Жін- 
ки-математики. Від Гіпатії до 
Еммі Нетер». Ви дізнаєтеся про 
найвидатніших жінок різних ча- 
сів, які присвятили себе науці, 
про їх наукові досягнення, які 
‚стали можливими попри всі то- 
гочасні стереотипи. 


59 ВЛАСТИВОСТІ ФУНКЦІЇ. НУЛІ ФУНКЦІЇ. 
ПРОМІЖКИ ЗНАКОСТАЛОСТІ 


АКТУАЛЬНА ЗАДАЧА 


У басейні дельфінарію дельфін то вистрибує з води, то пірнає 
під воду. На рис. 1 зображено залежність відстані й (у м) між 
дельфіном та поверхнею води від часу 1 (у с), г є| 0; 12). Додат- 
ні значення Й відповідають висоті, на яку дельфін вистрибує, 
від'ємні — глибині, на яку пірнає. 


\ Ам 


Дельфіни під час полювання де- 
зорієнтують здобич, оточуючи 
Т повітряними бульбашками. 
Посилаючи ультразвукові сиг- 
нали та аналізуючи відлуння, 
дельфіни визначають її місце- 
знаходження. Як же вони відо- 
кремлюють сигнал від здобичі 


Рис. 1 


в хаосі сигналів, відбитих від Користуючись графіком, дайте відповіді на такі запитання. 
бульбашок? Учені з'ясували, 1) 
що мозок дельфіна виконує 
цю операцію за допомогою не- 


Скільки разів дельфін перетнув поверхню води? 
2) У які проміжки часу дельфін був: а) над водою; б) під водою? 


лінійних математичних методів, Коментар до розв'язання 
що неможливо без складного Додатні значення / відповідають перебуванню дельфіна над 
математичного апарату. водою, а від'ємні -- під водою. Отже, моментам, коли дельфін 


перетинав поверхню води, відповідають точки, у яких графік 
) перетинає вісь 1. Із графіка видно, що дельфін перетнув поверхню 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ води 4 рази. При цьому він перебував: 


• над водою (частини графіка вище від осі ѓ) у проміжки часу 


онии іє (4,3) і ге (7;11); 

• додатні значення функції г під водою (частини графіка нижче за вісь /) у проміжки часу 
• від'ємні значення функції іє (0;1), іє (3; 7) іїє (1112). 

• проміжки знакосталості 


Розглянемо далі, які саме властивості функції ми дослідили 


функції ; с ў 
на прикладі актуальної задачі. 
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НУЛІ ФУНКЦІЇ 
Серед усіх значень, яких може набувати функція, особли- 
ву увагу приділяють тим, що дорівнюють нулю. Точки графіка 
функції у-ї(х), ординати яких дорівнюють нулю (у-0, тобто 
7 (х) = 0), розташовані на осі абсцис. Абсциси цих точок називають 
нулями функції. 


Означення. Нулем функції називають значення аргумента, 


при якому значення функції дорівнює нулю. 


7 КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ 
• Нулі функції — абсциси точок перетину графіка функції : 
: з віссю абсцис. 
Ко Нулями функції у=1(х) є корені рівняння (х) =0. 


РОЗМИНКА 1 


Є Знайдіть нулі функції за її графіком: 


2) У 3) УЛ ду 
ПЕН 3 Рой 
0 х 4 
- ВУ 
-2 


Алгоритм знаходження нулів функції у= /(х), 
заданої аналітично 


Знайти р( у) -- область визначення заданої функції. 


Розв'язати рівняння /(х)- 0 на Д(у). 


Записати у відповідь знайдені корені рівняння ў ( )=0, 
які і є нулями функції. 


РОЗМИНКА 2 
є Користуючись алгоритмом, знайдіть нулі функції: 


1) у=2х+16; 3) у= х2 -2х-8; 5) у= үх -3; 


2) у=22-78; 4) у=25х+488; б) ает. 


ПРИГАДАЙТЕ! 


“ Усі точки осі абсцис мають : 
координати (250). 


Усі точки осі ординат мають : 


: координати (0; у). 


сссссссововсвсововововововововевовог 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! ГД 


4 ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


г 1) Для функції, графік якої на- : 
: ведено на рисунку, числа -3, : 
2-1, 3, 5 є нулями функції. 


: 2) Нулями функції у= х2 —4, і 
: заданої аналітично, є числа — : 
- корені рівняння х?-4=0, 

: тобто х=-2 та х= 2. 


сосссссововвсвовововсовововевсовоевовог 


(7 вість функції -- її парність | 
: (непарність). Досліджувати : 
: функції на парність ви будете : 
1 в наступних класах. : 
: Дізнатися про парність і непар- 
2 ність функцій можна, звернув- : 
: шись до інтернет-підтримки : 
з. підручника : 


ссссссововсовсоввввсовововововосвоевовог 


Рис. 2 


ПРОМІЖКИ ЗНАКОСТАЛОСТІ ФУНКЦІЇ 
Розглянемо графік функції у=? (х) (рис. 2). На проміжках 
(-5;-1) і (5; +) графік розташований вище за вісь абсцис, тобто 
на цих проміжках функція набуває додатних значень ( у> 0). 
На проміжках (-2о; -5) і (-1;5) графік розташований нижче 
від осі абсцис, тобто на цих проміжках функція набуває від'ємних 
значень (у « 0). 


Отримані проміжки називають проміжками знакосталості. 
Записують: 


1) у<0 при хе(- оо; -5)))(-55); 2) у» 0 при хе (- 5; -1))(5;) ко»). 


Означення. Кожний із проміжків, на якому функція набуває 


значень одного знака, називають проміжком знакосталості 
цієї функції. 


р" ПОМІРКУЙТЕ : 
"" Проаналізуйте графік функції : 
: та знайдіть проміжки її знако- / 

сталості. : 


зе М 


- | АЛГОРИТМ 
3 ЛГО 


Користуючись рис. 2, зауважимо: 

е на проміжку [-4; –2] функція набуває додатних значень, проте 
проміжком знакосталості є проміжок (-5; -1); 

е на проміжку (5 4| функція набуває від'ємних значень, проте 
проміжком знакосталості є проміжок (-1; 5) А 


р" КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ й 


Проміжками знакосталості є проміжки максимальної 
1 довжини, на яких /(х)>0 або Г(х)« 


сосссссовововсовововововсовввсввововововвововсвввввввсововвввовсовосвсвсовсовссвсввовсововововоо 


РОЗМИНКА З 


с) Знайдіть проміжки знакосталості функції за її графіком: 


1) У/ 2) НД 3) у \ 4) у\ 


Алгоритм знаходження проміжків знакосталості 
функції у=/ (ж); заданої аналітично 


Знайти | у) -- область визначення заданої функції. 


Розв'язати нерівності у<0 і у>0 на Ш(у). 


Записати у відповідь отримані проміжки, враховуючи 
область визначення функції. 


8 ПРИКЛАД 1 


х'-9х 
Знайдіть нулі функції у= А 
х+8 
Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії 
ані 
КРОК 1 Складемо рівняння, корені якого будуть шукани- х?-9х х -9х=0, : 
ми нулями функції. Розв'яжемо рівняння. у(х) Би Рем ОВ 0; ха8ед 


че -9) =0, е =0, 
Розв'яжемо отриману систему. Виберемо відпо- ХЕ про 


КРОК 2 відь з урахуванням області визначення функ- [х-0, або х=3, або х= -3, 
ції у(х). р 
Очевидно, х-3 не є розв'язком : 
системи, отже, х=0 або х= 3 


Відповідь: 0; 8. 


Ф ТРЕНУЄМОСЯ | (00 У. оссссвововвввоввввввввввовогог ". 
«б Знайдіть нулі функції: з Р(х) =0, якщо ве : 
2 х? -16х Ө(х) (х) +0 : 
1) у-6-18х; 4) у=4+8х-х°; 7) тео 
т Ы ТТЕТТОРУРТРЕРТТЕТНРРИРЕ лате 
8 
2) у=42+7х; 5) у=6-4/2х; 8) у= 5 
х+ 


3) у=х?+х-6; 6) у-8-4х-2; Ўз іншим способом роз- : 


7" в'язування прикладу 2 ви мо- : 


ПРИКЛАД 2 : жете ознайомитися, звернув- : 
 шись до інтернет-підтримки : 


Визначте проміжки знакосталості функції За я 4 підручника 
Розв'язання ососовссввввовововововововоевововово 
Крок Зміст дії Результат дії і 
ПНЕ РОСТ НЕ ЕЕЕ 
КРОК 1 Знайдемо Д(у). Рр(у): хєВ 
ЕСИН ОА ЕС ВЕ морозно пор 
А е . 1) - х-4«0; 2) -х-4»0; 
Складемо нерівності у«0 1 у>0 та розв'я- 2 
КРОК 2 й 
жемо їх. х-8«0; х-8>0; 
х<8; х»8 


з Зо з 1) у<0 при хе(- 2е;8); 
КРОК З апишемо множину розв язків кожної не- 


рівності у вигляді проміжку. 2) у »0 при хє (8; + оо) 


Відповідь: у<0 при хє (- 2о;8); у>0 при хє (8; кое). 


= ПРИКЛАД 3 


Визначте проміжки знакосталості функції у = х? -6х+9. 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії " 
ур НИ Й НИ ВЮН-Ф-ЇЇ Он 
Знайдемо Рр(у . Перетворимо вираз Й . 
КРОК 1 ОЕ 


х? -6х+9, застосувавши формулу 9 3) 
квадрата двочлена. х -6х+9=(х-3) 


2 2 
КРОК 2 З'ясуємо знак виразу (х-3), враховую- (х-3) 20 при будь-яких значеннях х, 
чи, що а? 20 при будь-яких значеннях а. причому рівність досягається при х= 3 


2 А . : 
(х-8) >0 при всіх значеннях х, окрім 3; : 

2 і : 
(х-8) «0 -- розв'язків немає, тому зна- : 
чень х, при яких у<0, не існує 7 
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Відповідь: у» 0 при хє (- ;8)0(3;+ оо); значень х, при яких 
рення 0 весне, 

У" З іншим способом роз-: 
У" в'язування прикладу 3 ви мо- : 


жете ознайомитися, звернув- : 5 ПРИКЛАД 4 
шись до інтернет-підтримки : 


4 підручника г Визначте проміжки знакосталості функції у= үх +4. 
Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії ". 
Е ЕНАЧЕРАНЕНЕЛННИНЕЕЕЕЕЕЕЕЕ 
КРОК 1 Знайдемо Р(у), скориставшись означенням Оскільки үх існує лише при 


арифметичного квадратного кореня. 


КРОК 2 З'ясуємо знак виразу үх за означенням арифме. /; 20 при всіх хє[0;+) 
тичного квадратного кореня. 


КРОК З Проаналізуємо знак виразу Мх +41 зробимо Ух 20 +4; Ух +424, отже, 
висновок. Мх +4>0 при всіх хє Ду) 


Відповідь: у>0 при хє Го; +); значень х, при яких у<0, не 
існує. 


0 ТРЕНУЄМОСЯ 
о) Визначте проміжки знакосталості функції: 


1) у-х-3; 3) у=5-22; 5) у--(х-10); т) у= үх +3; 


2) у=х+4; 4) у= 2+6; 6) у=х?-4х+4; 8) у= -х +1. 


ПРИКЛАД, 5 
Знайдіть додатне значення а, при якому число хо= -0,2 
є нулем функції у- (а? -4)х-8. 


Розв'язання 


соссососсовоовсовововвовововововвовсвсвсовввввсовсововововововововсовововововсовововововогого 


Крок Зміст і результат дії 


сосссссссссоввоввовсовсовсовововововсовововово 


Скористаємось означенням нуля функції: 


КРОК 1 
якщо хо --0,2 є нулем функції, то у(хо)=/(-0,2)=0 

КРОК 2 Підставимо в задану формулу значення хо - -0,2 і знайдемо у(-0,2): 
у(-0,2)-5(а? -4)-(-0,2)-8- (а? -4)-8--а? н4-8-1-а?. 

КРОК З Складемо рівняння за умовою у(-0,2)-0 і розв'яжемо його. Виберемо серед 


знайдених значень а додатне число: 1-а? -0; а? - 1; ар--1, а =1; отже, а- 1. 


Відповідь: 1. 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 
Ө Знайдіть усі значення а, при яких число Х, є нулем функції: 
2 
1) у=а+2х, ху 11; 5) у= 5 т хо = 0,81; 


ХУ 


х+а? 


2) у-Зх-а, хо= 8; 6) у=——, хо = 0,01; 
х+І 


| ха? 102+ е 


3) у=а+7х-92х?, хо = 1; т) у о=4; 
х-8 
2 
4) у=5х?+6х+а, хо=-2; 8) у= Зно, хо =9. 
= 


Ф Знайдіть нулі функції: 
8) у= 2х? +5х+2; 
4) у=үх-83 –4; 


Ө Побудуйте графік функції, знайдіть її нулі та проміжки зна- 
косталості, якщо: 


1) у=4-2х; 5) у= 42+2х—10; 


2) у= 2—6, 6) у--8-2х. 


-2х-4, х<-8, 
5) у=42х+8, -8<х<2, 
бх, х22; 


0, х<0, 


4) уе; 6) у=4-х?, 0<х<2, 
зі -4, х22. 


1) у= 223 8) у=-2х-8; 


8 
2) у= -х-6; 
) у 2 


7 ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


7 Нулі функції — абсциси то- : 


чок перетину графіка функції : 


: з віссю абсцис. 


ооссосовсосвововововввсвсвововововововов 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Знайдіть закономірність і встав- 
те пропущені числа і вирази. 


зү 


(2; 0)0(2; +оо) 


4 Щоб знайти точку перетину : 
" графіка функції з віссю абс- : 
цис Ох (з віссю ординат Оу), : 
необхідно у формулу, якою і 
задано функцію, підставити : 
значення у = 0 (х = 0) і знайти : 
значення х (значення у). Коор- : 
динати точки перетину графіка: : 


• з віссю Ох — (х;0); 


• з віссю Оу — (0; у). 


Ігор Іванович Сікорський (1889-- 
1972) — авіаконструктор, уче- 
ний, винахідник, автор одного 
з кращих гелікоптерів в істо- 
рії авіації. Розробив близько 
50 моделей гелікоптерів, завдя- 
ки яким було врятовано понад 
2 млн людських життів. 

Із 2016 р. міжнародний аеро- 
порт «Київ» і НТУУ «Київський 
політехнічний інститут» носять 
ім'я Ігоря Сікорського. 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 
Отримати ліцензію приватного 
пілота можна в будь-якому віці, 
починаючи із 17 років. Курс на- 
вчання складається з наземної 
(теоретичної), аварійно-ряту- 
вальної, тренажерної та льотної 
підготовки. 


(3) Знайдіть значення а, при яких число хо є нулем функції: 


1) у=2х+а, хо=-8; 3) у=(а°+8)х+14, хо=-2; 


2) у-ах-9, х=: 4) у= 2х+а? 24-5, хо=9; 


5) у= Зах? +(2а+1)х-4, хо=-2; 
1 1 
6) у=-—а?х-4х? +а, Ех 


(2) Не виконуючи побудови, знайдіть координати точок перетину 
з осями координат графіка функції: 


1 х-4 1 2 
1) у= -х-18; 3) у= 5 5) у=-—х-4; 
)у а ) у Ран )у Р 
5х 2 2 
2) у= 3 4) у-- 1-34; 6) у-х'-2х-8. 
х-8 х-б 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Функція у= х? +4 не має нулів. 


2) Якщо х=6 — нуль функції у= /(х), то ———=0. 


3) Якщо х--8 — нуль функції у= /(х), то точка (-8;0) на- 
лежить графіку цієї функції. 

4) Якщо точка (0;9) належить графіку функції у= /(х), то 
х=9 -- нуль цієї функції. 


5) Якщо у«0 при хе (3;+ <), то у(5) може дорівнювати 5. 


ЗАДАЧА «ПОЛІТ НА ГЕЛІКОПТЕРІ» 
Пілот-початківець, навчаючись керувати гелікоптером, ви- 
конує всі завдання пілота-інструктора. На рис. З зображено за- 
лежність висоти р (у м) над поверхнею землі, на якій перебував 
гелікоптер під час польоту, від часу ї (у хв), ѓє Го; 10) 


1 
зов РМ 


600 1 
4004 
200 4 
0 1112181415 161171819 | 10 в 


а На яку найбільшу висоту над поверхнею землі піднявся гелі- 
коптер? У який момент часу це відбулося? 


о Скільки разів гелікоптер торкався землі? У які моменти часу? 
Укажіть проміжки часу, протягом яких гелікоптер: 1) набирав 


висоту; 2) знижувався; 3) не змінював висоту; визначте цю 
висоту. 


(4 знайдіть значення ћ(1), А(2), Б(3), 1(6), №9). 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 9 Готуємося до ДПА 
Відповіді та інший варіант 
САМОСТІЙНА РОБОТА Ме 5 роботи: 
Пе . _ 8 Знай (5 Чайка полює на рибу, іноді пірнаючи під 
ункнию задано орууаою е 9-х Е воду. На рисунку зображено залежність 
діть у(-1). відстані Р між чайкою та поверхнею води від 
КЕЕ : часу Її. Додатні значення / відповідають висо- 
А Е В б - ті польоту чайки над водою, від'ємні — гли- 
А 1 3 8 Е] : бині, на яку вона пірнає. Укажіть проміжок 
РОР РРРРРТРРРРРОРО ТРОЕ нову чкавкься часу, протягом якого чайка була під водою. 
ө Знайдіть значення аргумента, при якому ћ,м 
значення функції у=3+4/х дорівнює 7. 
РСЕ РИЕОИИАЕЕИАТРИЯААИИИРИННЬ Е НАР АЕИТИЙИРИ 1 
А Б В Г > 
і т і, с 
0 16 2 4 
8 Знайдіть нулі функції у= х? 36. А Б В г 
знекбоунив відновна нік вне рн ель віврвієна віків вія 0:1 15 0;2 10 
А Б в ЕЕ Е И: ое 
+18 18 6 +6 , б) Установіть відповідність між заданою функ- 
АРИР УАДУ РЕНО ПЕРУН РЕИС САОНА СОЕ і цією (1-3) та областю Її визначення (А-Г). 
ө На рисунку подано графік функції у=/(х). і. ТРЕ. ха б 1] 
Знайдіть область її значень. : х-1 
УЛ 
7 у= х-1 в (-2951)0(1--2е) 
3 у-У1-х в Грнго) 
17 Д (1; + со) 
ч 2 інн 
1 22 @ Визначте проміжки знакосталості функції 
1 
нннеее неее оо ооо ооо Ре у=2--—х. 
Р : 5 
А Б В г : (в) Знайдіть область визначення функції 


[-2 т) [2; 6] [5 6] [5 5] е, же З і побудуйте її графік. 


. 
е 

. 

. 

. е 
соссссовововвововсвовсввввовововсоововвввсовововвовввссвововововог х +8 


Э дон З 


| Див. приклади 2-4 


еә 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


7) 4 


Навчальний центр Ги ћапѕа 
пропонує відчути себе пілотом 
літака на льотних тренажерах 
«Ши апѕа ЕІіһ+ Тгаіпіпо», уста- 
новлених в аеропортах Берліна, 
Франкфурта, Мюнхена і Відня. 


КЕ аз 
ТО ВЕ $5МАРТ 


Радимо прочитати 

книжку Дебори Кесперт «Генії. 

Найвидатніші винаходи за всю 

історію науки». Ви дізнаєтеся 

про відкриття, технології, ідеї, 

які змінили наше життя: 

» Леонардо да Вінчі розробляє 
креслення гелікоптера; 

• Йоганн Гутенберг винаходить 
друкарський верстат; 

» брати Райт злітають на пер- 
шому аероплані; 

• Тім Бернерс-Лі створює Все- 
світнє павутиння. 


@ Знайдіть нулі функції: 
1) у-56-8х; 2) у=х?+2х-3; 3) у-8- Ах; 4) у= 


З 
х -х 


х+1 
Ө Визначте проміжки знакосталості функції: 


1) ӱ=х-53 2) у=8-1х; 3) у=х2-2х+1; 4) у= Ах +2. 


э Знайдіть усі значення а, при яких число х, є нулем функції: 


2 
1) у=а-4х, ху=6; 3) у= 22, хо 0,04; 
х+2 
2 
-2 
2) у=3х? -Бхча, хо 2-8; 4) ук 58"-20+Ук. Хо -16. 
х-15 
Ө Накресліть схематично графік функції, нулями якої є числа: 
1) 5; 2) -4; 2; 8) -3; 0; 2; 4) –5; -1; 1; 5. 


Користуючись графіками, укажіть проміжки знакосталості 
кожної функції. 

Побудуйте графік функції, знайдіть її нулі та проміжки зна- 
косталості, якщо: 


0 [х+8, х<-2, 2) [25+8, х<-9, 8) |-х-2, х<-1, 
у= -х-1, -2<х<0, у= х?, -2<х<1, у= -х?, -Іі«сх«ї, 
х-1, х20; -х+2, х21; 2х-8, х21. 


Бонусне завдання 


Знайдіть нулі функції: 


1) узх(х-3/(х-5/(ж-1/(хч 9); | 9) у= 21.212.293 


х+1 ха8! 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


За графіком функції у=/(х), 
заданої на проміжку |-3;9| 
(рис, 4), знайдіть: 

1) 7/3); 7(1); 7(0); 709): 

2) нулі функції; 


3) область значень функції; 
4) множину розв'язків нерівності /(х)< 
5) множину розв'язків нерівності /(х)2 


ё 


66 Повітроплавання не було ні наукою, ні галуззю 
промисловості. Воно було дивом. 


Ігор Сікорський 


Ви знаходили область визначення, область значень, нулі функції, проміжки її зна- 
косталості 


Ви продовжите досліджувати функції: знаходити їх найбільше й найменше 
значення, проміжки зростання і спадання 


Ви зможете за допомогою графіків зробити висновки щодо вподобань телегля- 
дачів або дослідити зміни погодних умов 


На рис. 1 зображено графіки біоритмів певної людини, тобто ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
залежності фізичного, емоційного та інтелектуального станів лю- 


дини від часу (у днях) із 1 по 25 грудня. Біологічний ритм (біоритм) - 
о рівномірне чергування в часі 
о 


5 станів організму. Існує теорія 
«трьох біоритмів» людини -- 
інтелектуального, фізичного та 
емоційного, які змінюються ци- 
клічно, але не синхронно. 


Цикл фізичного біоритму триває 
23 дні, емоційного -- 28 днів, 
інтелектуального -- 33 дні. 
Цю теорію поки що не підтвер- 
джено експериментально. 


Емоційний біоритм 


Інтелектуальний біоритм 


=== Фізичний біоритм 


Рис. 1 
1) Знайдіть значення кожної функції (у Ус) 11 грудня. 1 0 | 
2) Укажіть найбільше значення інтелектуального біоритму й КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 1 


(у Ус ); найменше значення фізичного біоритму (у %); дні, коли 


вони спостерігаються. • зростаюча функція 


3) Визначте проміжок (у днях), протягом якого значення емо- | | " спадна функція 
ційного біоритму зростають. . є найбільше значення 
4) Вважаючи, що на рис. 1 подано ваші біоритми, визначте, Ј 
у який день краще написати контрольну роботу з алгебри, › ен 


а в який — узяти участь у спортивних змаганнях? 


Коментар до розв'язання 8 ИЕЕТЕШЕЕЧЫЕЕГЭЫНЫЕ 
Значення емоційного біоритму зростають на проміжку від 1 до 
15 грудня: графік відповідної функції «йде» вгору, зі збільшенням 


абсциси збільшується ордината. Говорять, що на даному проміжку и ". 
функція зростає. А на проміжку від 15 до 25 грудня бачимо, що ў ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! : 
графік «йде» вниз, зі збільшенням абсциси ордината зменшується. : Графіки читаємо зліва направо. : 


Говорять, що на цьому проміжку функція спадає. 


% ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


Графічна інтерпретація 


означення 2 


ЗРОСТАННЯ І СПАДАННЯ ФУНКЦІЇ 


Означення 1. Функцію називають зростаючою на деякому 
проміжку І, якщо для будь-яких двох значень х; і х, з цього 
проміжку, таких що х, > хі, виконується нерівність /(х,) >? (хі). 


Означення 2. Функцію називають спадною на деякому про- 
міжку І, якщо для будь-яких двох значень х; і х, з цього 
проміжку, таких що х; > ху, виконується нерівність / (хз) « (хі). 


Інакше кажучи, на деякому проміжку: 


• функція зростає, якщо більшому значенню аргумента відпо- 
відає більше значення функції; 

• функція спадає, якщо більшому значенню аргумента від- 
повідає менше значення функції. 


(Ў ключовий МОМЕНТ і 


Якщо функція зростає на всій області визначення, то Її 
називають зростаючою. Якщо функція спадає на всій області 
: визначення, то її називають спадною. 


сосссоссовсввсвоввввоввовсововвовсоововсвовввсвсввовсвовововововсвсововововововововововововог 


Функції також можуть бути ні зростаючими, ні спадними. 
Наприклад, на рис. 2 подано графік такої функції. На всій області 
її визначення є проміжки і зростання, і спадання. Записують: 
7(х)Т при х є| -2, 1, х є| 55 кое); (ху при х є(- 2; -2|, х є | 5Ї. 


Візуально, читаючи графік зліва направо, розпізнають про- 
міжки зростання та спадання функції за умовами «графік йде 
вгору» або «графік йде вниз». 


Розглянемо окремі випадки зростання (спадання) функцій. 


ооссоссоовввввовсовововвоввосввовововввввововсоввовововововввввовововвввовововововвсвововввосввввоввовсвсоввовосвсововововововововововог 


у=Ех+Ь 
е>0 
ул 
2 
р 2 а 
А0 и 
уТнав у\на В 


Е>0 Е<0 
ПУ 
у й 7 у 
\ Л 
ә ә 
5 (й б 0 
МА Ра 
Кя ги 


уТ при уў при хє(-‹;0) у при хе (-ее0) у { при хє (-;0];: 
хе| 0;- о») та при хє (0; +=) та при хє(0;+°) у^ при хє[0; +) Е 


РОЗМИНКА 1 


(У Визначте проміжки зростання та спадання функції за її гра- 
фіком: 


1) 


уд 


Для доведення зростання або спадання функції на проміжку 
зазвичай діють за алгоритмом. 


Алгоритм доведення зростання (спадання) 


функції у=/(х) на певному проміжку І 
Вибрати ху і х з проміжку Г, такі що х›> 21. 


Знайти значення функції у=/(х) у вибраних точках 
у =?(х1) і у= (ха). 

Записати різницю у» - у; і спростити отриманий вираз. 
Визначити знак різниці у», - У. 


Зробити висновок на основі означення: 


хрьхаєї, 
Ха 2 Хі, 


Р(х) 2 (х1) 


ху хг є І, 
з(х)Їнаї або їх, ».х1, 


(ха) (ха) 


зї(х)/наї. 


Доведемо, що функція у= х +: 


1) є зростаючою на В при 2»0; 2) є спадною на Ё при Е«0. 


Доведення 
Доведемо першу частину твердження (випадок 2»0). 


1, 


Виберемо точки ху і х, з області визначення функції, такі 
що х5> 2. 


. Для хр, хо Є В маємо: у -Ех| +6, у = Ехо +Ь. 
. Тоді уз – у = Ехо +6Ь-(Ех; +6) = Ех -Еху = В(х– ха). 


. Якщо х> 5, то 5-х > 0; оскільки Е»0, то у-у >0, 


тобто уг 2 |: 


. Отже, для хг,» х; маємо: уз » у|. Тоді за означенням функ- 


ція у-Ехаф є зростаючою на В, що й треба було довести. 


Аналогічно доводять другу частину твердження. Спробуйте 
довести її самостійно. 


СЛІД ЗНАТИ! 


? Під час запису проміжків зро- : 
{ стання (спадання) функції не- : 
: обхідно пам'ятати таке: якщо | 
: кінці проміжку належать об- 
: ласті визначення функції, то їх : 
: можна включити у проміжок : 
: (використовуючи квадратні : 
: дужки). : 


. . 
ооссссосссвсовововововововововововог 


БР ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! _: 


: Вибираючи з проміжку Г зна- : 
чення ху і Ха, можна накла- : 
5 дати умову х, < Х;. Тоді, якщо 
: уз <, то функція зростає : 
- на Г, якщо уг > у, то функція | 
б. спадає на І. : 


. 
ооссссоссвсвсвсвсововововововововововог 


еооооооевовеооовеосоеовоосевоесоое 


ПОМІРКУЙТЕ 


: Функція у=1(х) зростаюча. 
: Якою (зростаючою або спад- : 
і ною) буде функція: : 


0) у= 5/05): 3) у= 20а); 


НАЙБІЛЬШЕ ТА НАЙМЕНШЕ ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ 
Проаналізуємо графік функції у=} (20); поданий на рис. 8. 
Область визначення цієї функції — проміжок [-12;10], об- 
ласть значень функції — проміжок [-7; 9]. Говорять, що число 9 
(7(8)-9) є найбільшим значенням, а число - 7 (7(10)=-т) є най- 
меншим значенням функції / (х) на проміжку [-12;10]. 

У наступних класах ви дізнаєтеся, як знаходити найбільше 
та найменше значення функції на проміжку. Наразі, шукаючи 


ці значення, будемо орієнтуватися на область значень функції та 
значення функції на кінцях проміжку. 


Розглянемо приклади визначення за графіком найбільшого 
та найменшого значень функції на заданому проміжку. 


оссососовсоввввовововвововсвововововововововввсовововововвововвввсововвввсвсосвововвовсоввовововововвоввоововововвововововововововововогов 


Значення 
функції 
: на заданому 
проміжку 
хє[-4;2] хе(-ооучно) хе|-7;10) хє [0;81] 
с иии 
найбільше 4 не існує 11 9 
найменше -8 не існує -б 0 0 0 
РОЗМИНКА 2 
С) Користуючись графіком, укажіть найбільше та найменше зна- 
чення функції на заданому проміжку: 
1) [-2;1]; 2) | -3,5,2Ї; 3) | 5,6 4) | -5;0). 
УЛ УЛ У 
—Фихслананиананиананаанананн )— 
| мов з» и ГӘ в з 
-8,5 0 2 |х Еа 0 х 


8 ПРИКЛАД 1 


Користуючись графіком функції у= /(х), 
визначеної на проміжку [-13;12] (рис. 4), 
знайдіть: 

а) проміжки зростання та проміжки спа- 


4-------- 


75—1—4————— 
вен нн 
5 


дання цієї функції; -13 х 
б) найбільше та найменше значення функ- 

ції на проміжку: 

1) [-18;-3]; 2) [-13;12]; 3) [69]. 14 

Розв'язання Рис. 4 

Крок Зміст дії Результат дії : 

Пк 

: Ө. 2 Визначимо проміжки, на яких функція Проміжки зростання функції: 


зростає (тобто на яких графік «йде» вгору). 


КРОК 2 Визначимо проміжки, на яких функція 
спадає (тобто на яких графік «йде» вниз). 


: 6) Знайдемо найбільше та найменше значен- 
КРОК Т ня функції на проміжку [-13;-3]. 


Знайдемо найбільше та найменше значен- 
КРОК 2 2 : 
ня функції на проміжку | - 18:12). 


Знайдемо найбільше та найменше зна- 
КРОК З г. й 
чення функції на проміжку [6; 9]. 


у Ї при хє[-13;-10], хє[-3;6] 


Проміжки спадання функції: 
у У при хе[-10;-8], хє[6; 9] 


Найбільше значення 6; 


найменше значення -4 


Найбільше значення 8; 


найменше значення -4 


Зверніть увагу: на проміжку [9;12] функція набуває сталого значення у= 4, 
тому на цьому проміжку функція ні зростає, ні спадає. 


Відповідь: а) функція зростає при хе| -13; -10| і при хє[-3;6|, 


спадає при хе| -10; -3| і при хє[6;9]; б) значення 


1) найбільше 6, найменше -4; 2) найбільше 8, найменше -4; 


8) найбільше 8, найменше 4. 


(Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 


є Користуючись графіком функції у=} 23 (рис. 5), знайдіть її 


найменше та найбільше значення на проміжку: 


1 [53] 3) [0;1]; 5) [-4;1]; т) [-3;4]; 


2) [4;6]; 4) [6;9]; 6) [4;8]; 8) [-4;10]. 


Найбільше значення 8; : 
найменше значення 4 : 
ПЕОН ? 
функції: 
УЛ 
1 8 
й > 
01 ЕЕ 


Рис. 5 


соссоовсовововссвововововововсвововововового 


= ПРИКЛАД 2 
2 


Доведіть, що функція у(х)= спадає на проміжку (- ;3). 


Доведення 


оооооеооооооооосоеовооосооесоовососооеоовооососововоооесоовоссооововесвосоооососоеосооооое 


Крок Зміст дії Результат дії : 
ИЦ 8 2 


КРОК 1 Зазначимо, що проміжок (- 2258) входить (у): хє(-=;3)0(3;+=) 
в область визначення заданої функції. 


За означенням у(х) спадає на проміжку Г, 
КРОК 2 якщо для х; і х, з проміжку І виконується 


умова: якщо х. > ху, то У(Х»)« (ха). 


КРОК З 


КРОК 4 Запишемо різницю у(х») - у(х:) та перетво- 


Оберемо ху і х, з проміжку (- 2»; 3) : 


такі, що хо 2 Ху 


2 : 

Знайдемо у(х) і у(х»). у(хі)є рр у(х) = = | 
2 2 : 

у(х) -и(х;)= ув 28 і 

римо отриманий вираз. - 2(х, - 3)-2(х, - 3) 2(х -х) Е 
(х,-3)(х, - 3) (х, -3)(х; - 3) : 


1) кох ре <05 
2) хі, Ха Є(- со; 8) = 


5 х1-8<0 1 х,-8«0. 


Проаналізуємо знаки виразів у чисельнику 
КРОК 5 | й знаменнику та з'ясуємо знак отриманого Таким чином, (хз -8)(х, –3)>0. 


дробу. 


ооссссссссвоввовововвввововововссовововововог 


ГОИ доведення зро- : 
7 стання (спадання) функції : 
: у=?(х) на певному проміж- : 

ку — с. 119. : 


ооссововсвсовововсвововововововогогое 


2( хі - хз) 


ца ооо «0. Маємо: 
(х» -3)(х; -8) 


Отже, 


х, > х; заумовою, у(х») <у(х;) задове- | 


деним, отже, задана функція спадає : 


оосссососовввсвввсввововововсовововововововвовсоввововсвовововсввовсвсовсвсвввооссввсссвввоооо 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 

0) Доведіть, що функція у(х) зростає на заданому проміжку: 
1) у-4х-1, (–;+ә); 3) у=6х°, | 0з но»); 
2) у= 2, (- =;1); 4) у=х?+6х, [-3;+ о). 
Доведіть, що функція у(х) спадає на заданому проміжку: 
5) у=-3х+2, (- соте); Т) у=-2х°, [0;+); 


1 
б) у=, (-2+); 8) у=4х-а?, [2;+ә). 


8 ПРИКЛАД 3 


На рис. 6 зображено графік зміни температури Т повітря (у °С) 
протягом перших 10 днів листопада. Значення температури, які 
спостерігалися щодня о 12:00, позначено точками, сполученими 
плавною кривою. 

Користуючись графіком, дайте відповіді на запитання. 

1) Якою була температура повітря З листопада? 


2) Якою була найвища температура повітря протягом 10 днів? 
У який день вона спостерігалася? 


3) Якою була найнижча температура повітря протягом 10 днів? 
У який день вона спостерігалася? 


4) Укажіть проміжки часу (у днях), протягом яких температура 


повітря: 
. Рис. 6 

а) знижувалася; б) підвищувалася. 

Розв'язання 

Крок Зміст дії Результат дії : 

ЕЕЕ 

; @ Визначимо за графіком, якою була темпе- 
: КРОК 1 й -а"с 


ратура повітря З листопада. 

: 27] Знайдемо область значень функції — її межі 
: й будуть найбільшим та найменшим значен- 
нями функції т. Для цього визначимо 
проекцію графіка на вісь ординат. 


КРОК 2 Знайдемо найбільше значення функції Т(1) Т = 4 при 2 = 10, тобто найвища темпе- : 
на проміжку [0; 10]. ратура 4 °С спостерігалася 10 листопада : 


А р М М Т = -8 при і - 8, тобто найнижча тем- 
: КРОК 1 Знайдемо найменше значення функції Т(#) 


й пература -3 °С спостерігалася 8 листо- : 
на проміжку [0; 10]. пада : 
: а) Визначимо проміжки часу, коли спостеріга- ТТ. при іє (5; 3] і при ѓє [5; 8], тобто 1 
: КРОК 1 лося зниження температури (тобто проміж- зниження температури відбувалося 
4 ки, на яких функція спадає). з 1 поЗіз 5 по 8 листопада 


Визначимо проміжки часу, коли спостері- ТТ при іе[3; 5] і при 1є|8;10), тобто / 
КРОК 2 галося підвищення температури (тобто про- підвищення температури відбувалося : 
міжки, на яких функція зростає). з З по5із 8 по 10 листопада й 


ооссоссвововввововововвоввсвввововвовсвовввввосвововововововововвовсвоввввосвоввввсвовсооввсвввсововсвовввовововввовововововсвовововововог 


Відповідь: 1)-27С; 2) 4 °С, 10 листопада; 3) - 3 °С, 8 листопа- 
да; 4) при іє[1;3] і при 1є| 5,8; 5) при 1є|3;5) і при 1є|8;10). 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Функції у природі 


8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


Відносна швидкість 
фотосинтезу 


400 450 500 550 600 650 700 750 


Довжина хвилі, нм 
Функцією є залежність інтен- 
сивності фотосинтезу від спек- 
трального складу світла. За її 
графіком можна визначити, при 
яких значеннях довжини світло- 
вої хвилі швидкість виділення 
кисню зеленим листом зростає. 
Функції в економіці 

Функцією є залежність ціни акцій 
компані від часу. За її графіком 
можна визначити найбільшу та 
найменшу ціни акцій. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Соодіе ЕІ Тгепаѕ Саѓќа 


(2003 - Ргебепі)  - 
Е я є, Е 
ані Ро Тетдв А 
хо тасагі биньсп 


Сервіс Соодіе Рій Тгепаз — 
спроба створити інструмент, 
який на основі аналізу пошуко- 
вих запитів, пов'язаних із віру- 
сом грипу, може моделювати 
й прогнозувати його поширення 
в різних країнах. Наразі сервіс 
працює в довідковому режимі. 
Пошук методів обробки таких 
великих масивів даних продов- 
жується. 
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(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


(3) На рис. 7 зображено графік, що ілюструє залежність обсягу 
споживання гарячої води (у л/год) протягом однієї доби в пев- 
ному житловому будинку від часу (у год). 

\ У, л/го 

тав р /7рА 

600 7 


5007 
400 1 


+ ч і і і + + і + + + + + а => 
0 21416 | 8 110 112 | м | 16 118 | 70 | 22 | 4 | й,год 
Рис. 7 


1) Яке значення обсягу споживання гарячої води (у л/год) 
спостерігалось о 16:00? 

2) Яким був найбільший обсяг споживання гарячої води 
(у л/год) протягом доби? О котрій годині це спостерігалось? 

3) Яким був найменший обсяг споживання гарячої води 
(у л/год) протягом доби? О котрій годині це спостерігалось? 

4) Укажіть проміжки часу (у год), протягом яких обсяг спо- 
живання гарячої води збільшувався. 


ө На рис. 8 точками позначено щомісячну кількість запитів 
у пошуковій системі Сооєїе від користувачів певної країни 
щодо методів профілактики та лікування грипу (у відсотках 
від загальної кількості інтернет-користувачів цієї країни). 


Чо А 
801 


707 
вої У 

щеч-р-е 

401 - 

301 | . 
201 
107 . 


0 + Ц 1 + + УР 
1 2 3 4 5 6 т 8 9 10 11 12 Місяці 
. 8 


1) Який відсоток користувачів зафіксовано пошуковою систе- 
мою в листопаді? 

2) Якою була максимальна кількість запитів (у Ус) у по- 
шуковій системі протягом року? У якому місяці це було 
зафіксовано? 

3) Якою була мінімальна кількість запитів (у Ус ) у пошуковій 
системі протягом року? У якому місяці це було зафіксовано? 

4) Якщо кількість запитів перевищує 60 %, то розглядаєть- 
ся питання про запровадження карантину в навчальних 
закладах. У яких місяцях порушувалося це питання? 


Ф Знайдіть значення т, при яких функція: 


1) у=2тх є зростаючою; 8) у=-5тх+4 є зростаючою; 


1 
2) у-(т-1)х є спадною; 4) у=9+ тх є зростаючою; 


5) у=(2т+6)х-13 є зростаючою; 


6) у=4тх-5-т+х є спадною. 


о Побудуйте графік функції: 


-х-8, х«-б, 2 х<-1, 
х 
1) Р(х) = -22, -5<0<0, 2) Г(х)-13, -1чх«3, 
х?, х20; б 


х 


Користуючись графіком, укажіть нулі функції, проміжки її 
знакосталості, проміжки зростання та спадання, найбільше 
та найменше значення функції. 


Ө Накресліть графік функції, якщо: 


1) функція визначена на проміжку [-6; 3], її нулями є чис- 
ла -6, 0, 2; функція зростає на проміжках [-6;-2| 1 [1;3], 
спадає на проміжку [-2;1/]; 

2) область визначення функції [-7;13]; її нулями є числа – 7, 

-5, 13; проміжки спадання [-7; 0], 1913; проміжок зро- 

стання [0;9 |; у(9)-15 - найбільше значення, у(0)--4 — 


найменше значення функції. 


4) Задача «Телевізійний маркетинг». Із метою впровадження те- 


левізійного маркетингу було проведено дослідження. На рис. 9 

наведено графіки, що відображають зміну кількості гляда- 

чів (у Ус) двох рейтингових телеканалів А і В протягом вечір- 

нього часу з 20:00 до 22:00. 

1) Скільки глядачів (у %) дивилися телеканал А о 20:00? 

2) Скільки глядачів (у Ус) дивилися телеканал В о 21:40? 

3) О котрій годині кількість глядачів, які дивилися телека- 
нал А, була найбільшою? Якою саме? 

4) О котрій годині кількість глядачів, які дивилися теле- 
канал В, була найменшою? Якою саме? 

5) Як змінювалася (збільшувалася чи зменшувалася) кількість 
глядачів, які з 20:40 до 21:40 дивилися: а) телеканал А; 
б) телеканал В? 

6) Телеканал В транслював соціальну рекламу в той час, коли 
кількість глядачів перевищувала 80906. У який проміжок 
часу це відбувалося? 


еоовоооовооеововоововооовосоев 
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97 ПРИГАДАЙТЕ! 
" Лінійна функція у=Ах+6Б 
є зростаючою на В при А> 0, : 


є спадною на В при Ё<0. : 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Меніїх -- компанія, що викори- 
стовує інтернет-сервіси для 
доставки глядачеві відео на 
вимогу на основі потокового 
мультимедіа. Система Менїїїх 
використовує великий масив 
статистичних даних. 


Шукаючи способи підвищити 
ефективність прогнозування гля- 
дацької оцінки фільмів, компанія 
оголосила у 2006 р. конкурс із 
призовим фондом в 1 млн до- 
ларів на розробку такого меха- 
нізму. Переможцем у 2009 р. 
стала команда із 7 осіб, до скла- 
ду якої ввійшли математики, ста- 
тистики та програмісти із різних 
країн світу. 


Х Кількість телеглядачів, Уб 


Телеканал В 


80 

60 

40 

204 
Телеканал А | Ы) 
== З з 8 з з 
о о о рај ті тч сч 
сч сч сч сч сч сч сч 
Час 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 6 


Функція у=/(х), яку задано графічно 
(рис. 10), визначена на проміжку [-4;10]. 


Ф 2: рис. 10 знайдіть найбільше значення 
функції у=/(х) на проміжку Го; 3| 


ооссовсововввввввоввовсовововововвоввввввсововововсвососвовововово 
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2 За рис. 10 знайдіть найменше значення 
функції у=/(х) на проміжку [6;10]. 


ооссоссвововововсовввввввововововввовоовсввовввсвововововового 


Ө з: рис. 10 знайдіть найбільше значення 
функції у=/(х) на області її визначення. 


оосссосововововсвовсвовововоовсввовсвввсвсвоововововвсовововововоо 


4 за рис. 10 знайдіть найменше значення 
функції у=/(х) на області її визначення. 


оооссссовововсввовсввввввввововсоввововсоввововвввовововввовоо 
. 


Ө Серед поданих проміжків виберіть такий, на 
якому функція у=/(х) (рис. 10) зростає. 


оосососовововвввоввововововсвововововввовоововвсввововововововог 


: [-4;0] Го; 8] [8;10] [3;6] 4 


й Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


(6) Установіть відповідність між початком ре- 
чення (1-3) та його закінченням (А-Г) так, 
щоб утворилося правильне твердження. 


1 Функція у-2-х 

2 Функція у=х-2 

З Функція у= 2 

А не має нулів. 

Б спадає на проміжку (— 29; + о). 
В має два нулі. 

Г зростає на проміжку (- °;+ •) 


ооооевосоеоеовосоооеовоевовеосоеоовеовоооооеовеововососоовосоооеое е 


пФ На рис. 11 зображено графік зміни темпера- 
тури Т повітря (у "С) протягом однієї доби. 

1) Якою була найвища температура повітря 
протягом цієї доби? О котрій годині вона 
спостерігалася? 

2) У приміщенні встановлено кондиціонер. 
Він автоматично вмикається, як тільки 
температура повітря на вулиці перевищує 
25 °С, та вимикається, якщо температура 
повітря на вулиці стає нижчою від 25 "С. 
Визначте проміжок часу, протягом якого 
кондиціонер працював. 


(8) доведіть, що функція у= 


проміжку (1; о). 


спадає на 
Же 


Пре зр яру ча ери Анар ур р ря = 
2 4 6 8 1012 14161820 2224 | і год 


Рис. 11 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо функція у=/(х) спадає на проміжку (0;5), то 
(1)«7(4). 

2) Якщо функція у=/(х) зростає на проміжку (-5;-1) 
і 7(-4)»0, то 7(-2)»0. 

3) Якщо Е(7) -|-6 т) то найбільше значення функції у=/(х) 
дорівнює 7. 

4) Якщо найменше значення функції у= /(х) дорівнює 2 на 
проміжку |-3;3|1 7(0)-2, то 7(3)>2. 

5) Якщо /(1)«7(3), то функція у=/(х) зростає на проміж- 
ку 1; 3]. 


ЗАДАЧА «ГОНОЧНИЙ АВТОМОБІЛЬ» 


Гоночний автомобіль, рухаючись кільцевою трасою, на якій 
немає підйомів та спусків, проїхав кілька кіл. Для другого кола 
побудовано графік залежності швидкості автомобіля від відстані, 
пройденої від лінії старту (рис. 12). 


Ф Якою була найбільша швидкість автомобіля під час прохо- 
дження другого кола? 


На якій відстані від початкової точки кола швидкість авто- 
мобіля була найменшою? Якою була ця швидкість? 
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Як змінювалася швидкість автомобіля на проміжку траси 
Г2,5; 2,75]? Якою була найменша швидкість на цьому проміжку? 


Укажіть проміжки траси (у км), на яких швидкість автомобіля: 
1) зменшувалася; 2) збільшувалася; 3) залишалася сталою. 
Який вигляд мала траса (рис. 18, А- Д), по якій рухався авто- 
мобіль (точка 5 -- лінія старту)? Зверніть увагу: водій перед 
поворотом завжди зменшує швидкість автомобіля. 


/ Швидкість, км/год 


Т Відстань по трасі, км (є 
а нн 5 
0 05 1 1512 | 25| З 


АХЛінія старту 


Рис. 12 Рис. 13 


Ларрі (Лоуренс) Пейдж (Гау 
Іауугепсе Раде; нар. 1973) 
і Сергій Брін (5егдеу Вгіп; нар. 
1973) -- американські під- 
приємці та науковці в галузі 
обчислювальної техніки та ін- 
формаційних технологій, роз- 
робники найвідомішої пошу- 
кової системи і співзасновники 
компанії «Соодјіе». 


Назва Соодіе походить від ма- 
тематичного терміна «гугол» 
(доодої) -- число, десятковий 
запис якого містить одиницю 
і 100 нулів. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• Болід «Формули-1» склада- 
ється з 80000 деталей. 


• Болід може розвивати швид- 


кість від О до 160 км /год за 4 с. 
• На кермі розташовано понад 
20 кнопок, що регулюють 
швидкість, радіозв'язок тощо. 


• За регламентом у «Форму- 


лі-1» можуть брати участь 
жінки. Цим правом скори- 
сталися 5 жінок-гонщиць. 


Э о) 


Е денно З 


Е дона 


69 Користуючись графіком функції у=?(х) (рис. 14), знайдіть 
її найменше та найбільше значення на проміжку: 


1) [-2;0]; 3) | 35-25) 5) [-3;0]; т [-3;6]; 
2) [8;10]; 4) [3;4]; 6) [6;8 |; 8) [-3;10]. 
0) Доведіть, що функція: 

1) у=2х+8 зростає на проміжку (- оо; + со) з 


2) у- 


З А 
= спадає на проміжку (5; +); 
х= 


3) у=3х? спадає на проміжку (- 2о; 0]; 
4) у= х? +8х зростає на проміжку [-4 +). 


На рис. 15 зображено графік залежності відносної вологості 

повітря (у %) в певній місцевості протягом 12 год від часу. 

1) Якою була відносна вологість повітря (у %) о 8:00? 

2) Якою була найбільша відносна вологість повітря (у %) про- 
тягом 12 год? О котрій годині це спостерігалося? 

8) Якою була найменша відносна вологість повітря (у %) про- 
тягом 12 год? О котрій годині це спостерігалося? 

4) Визначте проміжки часу (у год), протягом яких відносна 
вологість повітря збільшувалася. 


Өн рис. 16 точками позначено ціну (у грн) 1 кг лимонів 


Рис. 14 


\ Відносна вологість, % 


у певному супермаркеті протягом одного тижня (понеді- 

лок — неділя). Для наочності точки сполучено відрізками. 

1) Скільки коштував 1 кг лимонів у неділю? 

2) У який день тижня ціна 1 кг лимонів була найбільшою? 
Визначте цю ціну. 

8) У який день тижня ціна 1 кг лимонів була найменшою? 
Визначте цю ціну. 

4) У який день ціна 1 кг лимонів змінилася найбільше по- 
рівняно з попереднім днем? 


Ціна 1 кг лимонів, грн 


і Ў ї + і => 0 о о р в вн, 
8 9 10 1 12 ї,год 12 3 4 5 6 т Днітижня 
6 


На рис. 17 зображено графік зміни температури Т (у °С) мор- 

ської води біля узбережжя протягом перших 10 днів серпня. 

Значення температури, які спостерігалися щодня о 12:00, по- 

значено точками. 

1) Якою була температура води 8 серпня? 

2) Якою була найбільша температура води протягом 10 днів? 
У який день вона спостерігалася? 

3) Якою була найменша температура води протягом 10 днів? 
У який день вона спостерігалася? 

4) Олена не купається в морі, якщо температура води менша 
від 18 "С. У які дні дівчина не купалася? 


Бонусні завдання 

Визначте найбільше ціле значення змінної т, при якому функ- 
ція у-(бт-11)х-3 спадає. 

Визначте найменше ціле значення зміної п, при якому функ- 


ція у=(7-2п)х-1 спадає. 


Відомий американський математик Стівен Строгац у своїй 
книжці «Задоволення від х. Захоплююча подорож у світ мате- 
матики від одного з найкращих викладачів у світі» наводить 
цікаві приклади для пояснення математичних ідей. Один із 
них -- ілюстрація за допомогою графіків посилення й послаб- 
лення почуттів Ромео і Джульєтти (рис. 18). (Зауважимо, що 
автор дещо змінив характер їх взаємин.) 

Спробуйте проаналізувати зміну відносин цієї пари в різні пе- 
ріоди часу, використовуючи знання про властивості функцій. 


Кто Кохання 

247 1.90 Почуття 

29 4 Ромео 

207 

187 

161 Е. 

147 

123 

19 || | 1 | | 1 | Яни | Почуття 
01234567 8 910 а Джульєтти 

Рис. 17 Рис. 18 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Побудуйте графік функції, знайдіть її область визначення 
та область значень, якщо функцію задано формулою: 


1 
уре Иа а Т) у= х; 


х 


1 
2) у=-х; 4) у=; 6) у=-—3; 8) у--Мх. 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 


Основні завдання метеоролога: 

• збір, оцінка, систематизація, 
аналіз, обробка даних атмо- 
сферних явищ; 

• складання прогнозів динаміки 
температури повітря, атмо- 
сферного тиску, опадів тощо; 

• контроль рівня забрудненості 
атмосфери. 


5 ПО 


ТО ВЕ ЅМАВТ 


Дізнатися багато цікавого про іс- 
торію розвитку Соодіе можна: 


• прочитавши книжку Д. А. Вай- 
за та М. Малсіда «Соодје. 
Прорив у дусі часу» («Тһе 
Соодіе Ѕїогу: Іпѕіде ће НоНевзі 
Виѕіпеѕѕ, Меаіа, апа Тесһпо- 
[оду Ѕиссеѕѕ ої Оиг Тіте»); 


• переглянувши фільми «Погляд 
зсередини: Соодіе»(«Іпѕіаде: 
Соодіе», 2010) та «Соодіе 
і всесвітній мозок» («Соодјіе 
апа ће Мога Вгаіп», 2013). 


& 


4 Щоб зробити щось 


важливе, потрібно подо- 
лати страх провалу. 99 


Ларрі Пейдж 


Ви навчилися будувати графіки елементарних функцій і досліджувати їх власти- 
вості 


Ви дізнаєтеся, як будувати графіки функцій за допомогою геометричних пере- 
творень 


Ви зможете вносити корективи в траєкторії руху різних пристроїв (роботів, ква- 
дрокоптерів тощо), прокладати на карті туристичні маршрути 


Ё 2 // | АКТУАЛЬНА ЗАДАЧА 11110 
р «таит 
7а ке чав пе Е ен В Керування роботом-порохотягом можна здійснювати дистан- 


ційно. Нехай зараз порохотяг розташований у точці А(хо; уо) 
прямокутної системи координат хОу (рис. 1). За допомогою джой- 
стика можна примусити його рухатися вздовж осі Ох управо чи 
вліво або вздовж осі Оу вгору чи вниз. Наприклад, робот-порохо- 
тяг може переміститися з точки А в точку: 


о 
та 
о 
з 


1) В, яка розташована на 2 одиниці праворуч від точки А; 
2) С, яка розташована на З одиниці ліворуч від точки А; 
3) р, яка розташована на 1 одиницю вище за точку А; 
4) Е, яка розташована на 4 одиниці нижче від точки А. 

Як змінюватимуться координати порохотяга в кожному ви- 
падку? 

Коментар до розв'язання 

Під час руху вправо вздовж осі Ох абсциса буде збільшуватися 
і в точці В стане більшою на 2 одиниці, тобто дорівнюватиме 
хо +2. А внаслідок руху вліво на З одиниці (у точку С) абсциса 
становитиме хо - 3. При цьому під час кожного з цих переміщень 


Робототехнік -- професія й 

Етол. А несли ий ордината залишиться незмінною. 

галузі займаються створенням Аналогічно, якщо рух відбуватиметься з точки А вздовж осі 
та обслуговуванням роботів Оу вгору до точки Р або вниз до точки Е, абсциса не зміниться, 
і мають добре знати механіку, а ордината дорівнюватиме відповідно уо +1 та уу –4. 
електроніку, програмування. Виникає питання: як під час таких переміщень змінювати- 
Українські розробники Макс муться абсциси та ординати не однієї точки, а множини точок, 
Метц і Микола Богун створили наприклад множини точок графіка функції? 


домашнього робота «Вгапіо», 
зумним будинком». Ця «техно- 
куля», яка обладнана камерою Розглянемо, як за допомогою графіка функції /(х) мож- 
з круговим оглядом, може пра- на побудувати графіки функцій у-|х|, у=/(х)+а, у=/(х+а), 


кювети и оРорюзжнжв ония у=Е:?(х). Графік функції у=/(х), на основі якого будуються інші 
МАЛЯТИ ОСПОВАРІВНРОНКОвапеву» графіки, будемо називати базовим. 


ПОБУДОВА ГРАФІКА ФУНКЦІЇ у = |х| 


З курсу б класу ви знаєте, що модуль числа а -- відстань 
(в одиничних відрізках) від початку відліку до точки з коорди- 
натою а. Це означення розкриває геометричний зміст модуля 
(рис. 2). Пригадаємо алгебраїчне означення модуля (рис. 3). 


Означення. Модуль числа а (або абсолютна величина числа а) 


дорівнює числу а, якщо а -- додатне число або нуль, і числу, 
протилежному а, якщо а -- від'ємне число. 


Побудуємо графік функції у= |х 
розкриття знака модуля: 
х, якщо х 20, 
у-|з ІА, 
, якщо х<0. 


, використовуючи правило 


Алгоритм побудови графіка функції у- | х | 
Побудуємо графік функції у= х (рис. 4). 
При х?0 маємо |х |= х, отже, у=|х| > у=х. Тому роз- 
глядаємо тільки ту частину графіка, яка розташована 
в І координатній чверті (рис. 5). 


Побудуємо графік функції у--х (рис. 6). 

При х «0 маємо |х|--х, отже, у-|х|-» у 2-х. Тому роз- 
глядаємо тільки ту частину графіка, яка розташована 
в П координатній чверті (рис. 7). 


В одній системі координат побудуємо графіки функ- 
цій у-х для х20 та у=-х для х<0 (рис. 8), тобто 
об'єднаємо частини графіків, зображених на рис. 5 і 7. 
Отримана фігура і є графіком функції у=|х | В 


у у у у у 
о х б О 2 ча У, 
0 х 


Рис. 4 Рис. 5 Рис. 6 Рис. 7 Рис. 8 


ПЕРЕТВОРЕННЯ ГРАФІКІВ ФУНКЦІЙ / (х) > /(х)+а. 
ПЕРЕМІЩЕННЯ ВЗДОВЖ ОСІ Оу 


Складемо таблицю значень функцій у=|х| та у=|х|+2 для 
однакових значень аргумента х. 


соссссововсвсововововововвсвввовововвовововвввввововововововововововововововововоо 


х 0 +1 +2 +3 +4 
ИЛЛАА А 
у= |х| 0 1 2 3 4 


Б одиниць З одиниці 


20—440 Ще 
А(-5) 0 В(3) х 
|-51=5 [81-3 
Рис. 2 
ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! @ 4 
раза |ај=а 


Ф 
Ф 
чу 


Рис. З 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Слово «модуль» (від лат. тосіи- 
Іиѕ -- міра) має безліч значень 
і застосовується не тільки в ма- 
тематиці, а й у фізиці, архітек- 
турі, техніці, програмуванні та 
інших точних науках. 

Термін «модуль» увів англій- 
ський математик Роджер Ко- 


тес, знак модуля -- німецький 
математик Карл Вейєрштрасс. 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ ) | 


графік функції 
модуль числа 
паралельне перенесення 


осьова симетрія 


Побудуємо графіки функцій у=|х|+2 і у-|х| та розглянемо 
останній як базовий. 
Очевидно, що кожну точку графіка функції у=|х|+2 мож- 


на отримати з відповідної точки графіка функції у-|х| шляхом 


збільшення ординати точки на 2. У цьому випадку говорять, що 
графік функції у=|х |+2 отримано внаслідок паралельного пере- 
несення графіка функції у-|х| на 2 одиниці вгору (рис. 9). 


Аналогічно паралельним перенесенням графіка функції у = | х | 


на 2 одиниці вниз можна отримати графік функції у-|х|-2. 


Щоб побудувати графік функції у- /(х)+а, можна застосу- 
вати паралельне перенесення графіка функції у= /(х): 


1) на а одиниць угору, якщо а»д; 


2)на |а| одиниць униз, якщо а <0. 


У таблиці подано базовий графік (пунктиром) і графік, отри- 
маний унаслідок його паралельного перенесення вздовж осі Оу. 
Проаналізуйте, як змінюються координати точок графіка функції 
у={(х) унаслідок його перетворення в графік функції у= /(х)+а 
залежно від знака а. 


: Перетворення 


(з (а) +а 


«У 


(7 ключовий МОМЕНТ : РОЗМИНКА 1 
" Унаслідок перетворення : 
1 7(х)-917(2)-а абсциса кож- : 
: ної точки графіка залишається : 
: без змін, а ордината зміню- |: 


а Знайдіть координати точки, у яку переміститься точка А(4; -3) 
графіка функції у=/(х), якщо внаслідок його перетворення 
отримали графік функції: 


ено ао чурануванням || 1) у= (х)+2; 2) у= (а)-85 3) у-ї(20)-25 4 узг(х)Н/Т. 
". знака а). А 3 
Ө дано графік функції: 
1 
рек (З) усю: (Вуусухі 4) у==3 5) у|хі. 


Графік якої функції отримаємо, якщо перенесемо заданий 
графік: а) униз на З одиниці; б) угору на 2 одиниці? 


ПЕРЕТВОРЕННЯ ГРАФІКІВ ФУНКЦІЙ /(х) > Г(х ка). 
ПЕРЕМІЩЕННЯ ВЗДОВЖ ОСІ Ох 


Покажемо, як із графіка функції у= х? можна отрима- 
: КА 2 
ти графік функції у-(х 2). Висунемо припущення: щоб 


у 
. 4 

отримати графік функції у=(х+2) , графік функції у= х? 
слід перенести вліво вздовж осі Ох на 2 одиниці. Доведемо 
цей факт. 

Нехай точка А(х; уо) належить графіку функції у= х?, 
тобто уо = х2. Доведемо, що точка А (хо -2; уд) належить 

; га 2 й 

графіку функції у=(х+2) . Підставимо координати точ- ИА ИХ 


2 
ки А; у формулу у=(х+2)? , отримаємо: ур 7 (хо - 2)--2) й -а 2 1 2 х 
або уо рай що є правильною рівністю. Таким чином, графік —— у=? 
функції у=(х+2)? проходить через точку Ау (хо –2; уо). у=(х-2)? 
Отже, всі точки графіка функції у=(х+2)? можна отри- —— у= (х+ гу 
мати, якщо кожну точку графіка функції у= х? замінити 2 т 
ис. 


точкою з тією самою ординатою та зменшеною на 2 абсцисою. 
И г 2 
Говорять, що графік функції уџ=(х+2) можна отримати 
внаслідок паралельного перенесення графіка функції у= х? на 
5 Д з РР 
2 одиниці вліво (рис. 10). Якщо перенести графік функції у= х 


й : те 2 
на 2 одиниці вправо, отримаємо графік функції у=(х-2) А 


Щоб побудувати графік функції у= /(х+а), можна засто- ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 2 


сувати паралельне перенесення графіка функції у= /(х): 


1) на а одиниць уліво, якщо а>0; 


2) на |а| одиниць управо, якщо а<0. 


СЛІД ЗНАТИ! 
У таблиці подано базовий графік (пунктиром) і графік, ; Для побудови графіка функ- 
отриманий унаслідок його паралельного перенесення вздовж : ції уз Г(хча) зручно знай- 
осі Ох. Проаналізуйте, як змінюються координати точок гра- 1 ти нулі функції. 


фіка функції у=1(х) унаслідок його перетворення вграфік “е Ы 
функції у=/(х+а) залежно від знака а. 


оососововсовововсововсвввовсвсвоввовововвововсвсвововввовсвсввоввввсвсовсовововововововссвсововововосвсововововвововвсовсовосвсввовсовсововсвовового 


: Перетворення 


(2) (ана) 


анбанию івано Розминка 1 
"ключовий МОМЕНТ У (б Знайдіть координати точки, у яку переміститься точка А(-2; 1) 


Унаслідок перетворення ; Ні А с 
; : графіка функції у=/(х), якщо внаслідок його перетворення 
: Р(х) э 1(х+а) ордината кож-: отримали графік функції: 
: ної точки графіка залишається : 
без змін, а абсциса змінюється : 1) у зГ(хч4); 2) у-Г(х-5); 3) уз (ха). 
: на а (з урахуванням знака а). : 


ЛАРРИ вовни аль о Дано графік функції: 
1 
ТТ рааш орах 1) у=х; 2) у= х?; 8) у= 4х; 4) у= —; 5) фе 


х уз/хо 0 уєи й 


Графік якої функції отримаємо, якщо перенесемо заданий 


: М ння графік: а) уліво на 5 одиниць; б) управо на 7 одиниць? 

е е Е от Е. 

И САИ Е Е М. 21-2: ПЕРЕТВОРЕННЯ ГРАФІКІВ ФУНКЦІЙ / (х) > Е:7(х) 
И Е. 2 б 2-4 : Вам уже відомий графік функції у= үх . Побудуємо графік 
яю Я о 8-6 : функції у-24х. Складемо таблицю значень функцій уз х 
:.16 Е Е 4 ИРИ Е: 2 4 =8 і уз2х для однакових значень аргумента х (див. ліворуч). 


Бачимо, що кожній точці (хо; уу) графіка функції у= х від- 
повідає точка (а дуг) графіка функції у= 24/х (рис. 11). Отже, 
всі точки графіка функції у 22/х можна отримати, збільшивши 
у 2 рази відповідні ординати графіка функції узх . Говорять, 
що графік функції у= х розтягнули у 2 рази вздовж осі Оу. 


А ; р 1 
Будуючи аналогічно графік функції уз , Отримаємо, що 


7 1 . 
кожна точка графіка має координати Е т уо |. Тобто графік 


функції у= буде стиснутий у 8 рази вздовж осі Оу (рис. 11). 


Щоб побудувати графік функції у= А7 (х), використовуючи 
графік функції у= /(х), можна: 
1) розтягнути графік функції у=/(х) у ё разів уздовж осі Оу, 


якщо Ё>1; 
2) стиснути графік функції у= /(х) у - разів уздовж осі Оу, 
якщо 0<А<1. 


Зауважимо, що у випадку Е«0 користуються правилом: 
щоб побудувати графік функції у=-/(х), можна графік функції 
у=}(х) симетрично (дзеркально) відобразити відносно осі Ох. 


Якщо скласти таблицю значень функцій у= үх і у= үх для 
побудови їх графіків, побачимо, що кожна точка графіка функ- 


ції у= үх матиме координати (х0; - Уб) Тобто графік функції 


уз х буде симетрично відображений відносно осі Ох (рис. 12). 


У таблиці подано базовий графік (пунктиром) і графік, отри- 
маний унаслідок геометричного перетворення /(х) э Е:/(х). Про- 
аналізуйте, як змінюються координати точок графіка функції 
у=] (х) унаслідок його перетворення в графік функції у=: 7 (х) 
залежно від значення й знака Ё. 


ссососсвсвввовсовсввововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововогвовог 


Функція 
уз вх) у-4|х| 
У 

: б РУ 
: Перетворення я ТАЇ 1 
Р(х) в: Р(х) х У / 
. М 
; > Ж 


РОЗМИНКА нн 
єї Знайдіть координати точки, у яку переміститься точка А(1; -12) РУ ЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ : 


графіка функції у=} (х) , якщо внаслідок його перетворення "о Унаслідок перетворення 
отримали графік функції: 1 Р(х) ә Е-7(х) абсциса 


М . 1 Й = . М : кожної точки графіка зали- 
Б, у=38/1(х); 2) у=—1(х); са 61 (2); 4) у= 3/(х.). : шається без змін, а ордина- 


Ө При яких а точка А(а; 36) належить графіку функції: :. та змінюється в Ё разів. 


ооооооооовевовоооосововосоооовеовово 


1) у--12х; 2) у= а; 3) у=94/х; 4) у--віх|? 


Правила побудови графіків функцій за допомогою геометричних перетворень 


(х) э Р(х) +а, Р(х) ә (ха), Р(х) > 2-Р(х), Р(х) ә Р(х) 


Г. Функція Перетворення графіка функції и=1(х) Зміна координат точок графіка 
ОНР; ее ванн | 


Паралельне перенесення графіка функції у=/ (х) 
: уздовж осі Оу: : 
гузї(х)ча на а одиниць угору, якщо а»д; (хо? Мо) (х0; Мо ча), х — стала: 
на |а| одиниць униз, якщо а <0 


Паралельне перенесення графіка функції у= ѓ (х) 
: уздовж осі Ох: : 
гу=1(х+а) на а одиниць уліво, якщо а>0; (х0; уо) Э (Хо –а; уо), у — стала ; 


на |а| одиниць управо, якщо а<0 


Розтяг графіка функції у= (х) у Е разів уздовж 5 
: осі Оу, якщо Ё>1. 
: у=Е:(х) Стиск графіка функції у=/(х) у - разів уздовж 
: осі Оу, якщо 0«Р«1 


А А а (х0; уо) э (х0; Мо)» х — стала, 
Симетричне відображення графіка функції у= (х) 
= 3 у — набуває протилежного 
відносно осі Ох 
значення 


(х0; Мо) (х0; Е:0у0), х — стала 


о курсі геометрії 9 класу : 
7 ви детально ознайомитеся : 


ПРИКЛАД 1 


1 з поняттям симетрії. Ми зупи- : 
і нимося лише на візуальному : Розв'язання 


| розумінні цього поняття. 


ооссосовсвсовововововововововововогое 


План побудови 


симетрія 


на З од. вправо 2 відносно Ох з на 4 од. вгору 
——————»-у-(х-8) кн -(х-3) Е 


у= 


Побудуйте графік функції у-4- ( Е 3) 


2 


оосссосссвоввсвсвсввввовсовсововововсввввввововсовввовсововсоввоввсвовововввсвовововсовсвовововсовововововссвсвсвсввововсововововововововогового 


КРОК 1 


КРОК 2 


КРОК З 


КРОК 4 


Зміст дії 


Побудуємо базовий графік — графік функції у = х?. 


Координати вершини параболи (0;0). 


Паралельно перенесемо базовий графік 
на З одиниці вправо. Координати вершини пара- 


боли (0;0) (3;0). 


Графік, отриманий на кроці 2, відобразимо симе- 
трично відносно осі абсцис. Координати вершини 
параболи не змінюються. 


Графік, отриманий на кроці 3, паралельно пере- 
несемо на 4 одиниці вгору. Координати вершини 
параболи (3; 0) > (344). 

Шуканий графік зображений червоним кольором. 


соссососвововввововсвовововвсвововововсввововвовсвсововвввсвовсвововввсвсвсовововвсвсвовввввововововвсвовововововововововсввововововововововог 


оеооооее 


соссссоссововсвввового 


РУ ключовий момент ІФ ТРЕНУЄМОСЯ 


" Під час побудови параболи : (1) побудуйте графік функції: 
зручно відстежувати зміни: |: 


Я 2 2 
1) координат її вершини; : 1) у=(х-1) ; 4) у=-(х+2) ; 


2) інших «зручних» точок, на- 2) у=(х+2)2; 5) у=2-(х-1); 


приклад точок її перетину : 


з осями координат. я 3) у=-(х-1)?; 6) у2-1-(хз 2). 


т) у-(х? -4х-4)-38; 


3) у=1-(х2+6х+9). 


ПРИКЛАД 2 


2 
Побудуйте графік функції у------1. 
хе 


Розв'язання 
План побудови 


2 на 2 од. вліво 2 на 1 од. вниз 2 
= ——————— у= ———————— у= -1 
х х+2 х+2 
Крок Зміст дії Результат дії : 
і 
. 7 2 ул 
Побудуємо графік функції у= — по точках, 
х 
використавши таблицю. 11 
КРОК 1 хо -4 -2 -1 1 2 4 | > 
ИОНАЕТРА ЕАН ЕЕУ БАУТТРАЕ РЗАРРЕЕРЕ АИЗРЕТУ ЕРЕРИТР Р, ОНАР 0 1 х 


Я ів 2 
Паралельно перенесемо графік функції у= — 
х 


КРОК 2 на 2 одиниці вліво. 


Вертикальна асимптота (х= 0, тобто вісь Оу) 
також переноситься на 2 одиниці вліво (х= -2). 


Графік, отриманий на кроці 2, паралельно пере- 
несемо на 1 одиницю вниз. 


КРОК З 


Горизонтальна асимптота (у= 0, тобто вісь Ох) 
також переноситься на 1 одиницю вниз (у= -1). 


Шуканий графік зображений синім кольором. 


0, ТРЕНУЄМОСЯ 


еооевовоооооововооовоооовоооово 


Ө побудуйте графік функції: 7” ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 
1 1 1-2(х+1) г Правила побудови графіків 
1) Р. 4) росу Т) е 1 функцій у= /(х)+а, 
1 2 1+3(х-2 : усна), у=8-1(х), 
2) дено 5) у= зб 8) у- 08620. : у= (х) за допомогою гео- : 
2 : метричних перетворень -- 
зе знай 6) у= 2+1; Р с. 135, 144. 


х+2 х+8 


ПРИКЛАД З 


17- На рис. 18 зображено графік функції, яку задано формулою 
1—27 2 ТГ А 
011 х виду у =а(х+т) -п. Знайдіть значення а, т, п та запишіть отри- 


ману формулу. 


Рис. 13 Розв'язання 
в б РРОРУИРИ НИ НОСКИРОИНРИ РИСВУНИНИ вв а зі РОИТРУРУ НИРОК РИН РИСОВА НУ РРОНОРЕНИМ ода не зн аа : 
ааа аЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕ8АЈ 
КРОК 1 _ Графік проходить через точку (-3;2), яка є вер- (-т;п) — вершина параболи, : 
Е ено ИИИ. 
КРОК 2 ни формулу уза(хат) яп для т=3 у=а(х+8)2 +2 ' 


Графік функції у=а(х+ т) +п проходить 
КРОК 3 через точку (-2:0). Підставимо у формулу 

у=а(х+3)? +2 значення х=-2, у= 0 та 

розв'яжемо отримане рівняння відносно а. 


соососовсоввввввовововввовсвсвввоввсововововвововововововововововововововсвововвсввсввововсвовсовововсвовововсовсвввсвввввововововововго 


" уза(хат) ча, можна па-: 
: ралельно перенести параболу : С ТРЕНУЄМОСЯ 


узах? так, щоб її вершина: 


: перемістилася в точку (-т; п). : (3) За рисунками, на яких зображено фрагменти графіків функцій 


ТРЕ ТЕОМЕИИЕТОТИЕ резВИ е . у=1(х), знайдіть: 
1) значення а, 2) значення а, 3) значення а, 4) значення а, 
якщо у= х?+а; якщо у=х?+а; якщо у=(х+а)?; якщо у-(хча) 
У У У У 
171 
=> 
0 
х І ү рт 
ТИЖ | > 
0 1 х 0 | х | Ж 
5) значення а і Б, 6) значення а і №Б, 7) значення а, р іс, 8) значення а, ріс, 
2 2 2 2 
якщо у-Ь(хча); якщо у=0(х+а); якщо у=6(х+а) +с; якщо у=0(х+а) +с. 
у у у УЛ 
і 1 
1 у >) 
і 0 1 х 1+ 1 
0 х 
Ет 0 | == 
——> х 
0| х 


Ф Графіком функції у=/(х) є відрізок АВ (рис. 14). Знайдіть 
координати кінців відрізка, який є графіком функції: 


1) у-7(х)-4; 3) у-1(х-2); 5) у=3.7(х); 


2) у=[(х)+2; 4) уз (х 1); 6) у---Т(х). 


сн 


у 


Ө на рис. 15 (а, б) зображено графік функції у= 7 сі. Побу- 
дуйте графіки функцій: у=/(х)+3; у=/(х)-2; у=?(х-1); 
у=1(х+4); уз 4-7(х); у=71(х-3)+2. 


Використовуючи графік функції у= х?, побудуйте графік 


функції: 
1) у=а°-4; 3) у=3х2-23 5) у=(х+2)?-4; 
2) у=-х? +1; 4) узор 6) у --2(х-8) +1. 
Ө Використовуючи графік функції Е А побудуйте графік 
функції: й 
4 4 4 
1) р---; ЕЛКЕ 5) у= +8; 
х х+2 х-1 
зара 4) у= +2; 6) у=3-—2_. 
х-2 кя х+2 
Ө використовуючи графік функції у= х , побудуйте графік 
функції: 
1) уз үх +2; 3) у-х-5; 5) у=-үх-6 –2; 


2) у=-үх -8; 4) у=-үх+4; 


(6) використовуючи графік функції у=|х 


6) у= 4—2 +8. 


, побудуйте графік 


функції: 

і 
1) у-|х|-8; 3) у=—=|| 5) у=|х-3[+2; 
2) у=-|х|+5; 4) у=3-|х+1|; 6) у=3|х+2|-1. 


@ Побудуйте графік функції у--(х =), +4 та знайдіть за графі- 
ком: 1) область значень функції; 2) нулі функції; 3) проміж- 
ки знакосталості; 4) проміжки зростання і спадання функції; 
5) найбільше значення функції. 


Ф Визначте графічним способом кількість коренів рівняння: 


1) Ах +2=2-х; 3) |х+2|-2; 5) х2 оба 


х 
2) Ах-3 «|х|) | 4) 3+1=2; 6) (х2) +3= 4/6. 


х 


ул УЛ 
Чо 11 
112) ра 
а 6 
Рис. 15 


ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! |: 


7 Будуючи графік функції виду : 


у=ух+а, доцільно знайти : 


1 область визначення функції. : 


ооссосовсоввовсвовововововововововов 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У роботах Р. Декарта, П. Фер- 
ма, І. Ньютона, Г. Лейбніца по- 
няття функції мало інтуїтивний 
характер і було пов'язане або 
з геометричними, або з меха- 
нічними уявленнями. 


Означення функції, вільне від 
геометричних уявлень, сфор- 
мулював Й. Бернуллі, а уточнив 
його учень Л. Ейлер (1748 р.), 
які ототожнювали функцію 
з аналітичним виразом, яким 
вона задається. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 7 


-Ф Укажіть функцію, графік якої може бути 
зображений на рис. 16. 


ооососсовововвввововсввсвввввсвовововввввовсвввовввсвсвововвсввсвовооо 


соссоссссвсвсввввввовсовсоввввввовсовсововсвововсововововссосовссвоооо 


ө Укажіть функцію, графік якої може бути 
зображений на рис. 17. 


оососовсовсововвввовсвоввввввововсосвововсововсввсввосовсововововог 


сосссосссоввсововвововосвввовововсвсовсвсввовсвсосвсововововоевсосвовогого 


З Укажіть функцію, графік якої може бути 
зображений на рис. 18. 


4 Проміжок Го; 1] є областю значень функції 
у=1(х). Знайдіть область значень функ- 


[2:8] [92] [25-1] 198] 


сососовсвсовсвсвовововсввсввввововсвовововввсвововвсввовсвосвововогог 


5) Машина для вишивання запрограмована від- 
творювати орнамент, визначений функцією 
у=}(х) (рис. 19). Визначений якою функ- 
цією орнамент пройде через точку М? 


оооооооооооовоооововововоосоовосвоввоосооовсовооосвовооооооо е 


г у=?(х)+1 | у=7(х+1) т: 


ососовссосовововвввсвоввовововвовсвововвввовсоввовововосвсосвовового 


55 Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


(6 Установіть відповідність між функціями (1-3) 
та алгоритмами (А-Г) побудови їх графіків 
за допомогою геометричних перетворень. 


1 у- : 
х-б 

5 1 
хаб 
1 

3 у=—+6 
х 


. і 1 : 
Графік функції у= — паралель- : 
х . 


А но перенести на 6 одиниць уліво : 
вздовж осі Ох 
Р і 1 : 
Графік функції у--- паралель- : 
х : 
Б но перенести на 6 одиниць управо : 
вздовж осі Ох 
і Ми 1 : 
Графік функції у--- паралель- : 
т Е 
В но перенести на 6 одиниць униз : 
уздовж осі Оу 
: та 1 Н 
Графік функції у= — паралель- : 
х 
г 


но перенести на 6 одиниць угору У 
вздовж осі Оу 


. 
ооссосововововввоввовсовововсовововввовововововововововововогвог 


©) Використовуючи графік функції у = | х 
будуйте графік функції у = 2| х-8 | й 


, по- 


(8) На рис. 20 подано фрагмент графіка функ- 


2 2 : 
ції у =6(х+а) +с. Користуючись графіком, 
знайдіть значення а, 0, с. 


ул | | у у 
0 1 х 
чн 
1 
| | > 
23 110111115 0 2 
Рис. 16 Рис. 17 Рис. 18 Рис. 19 


Рис. 20 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо х -5 є нулем функції у=/(х), то х=1 є нулем функ- 
ції у=/(х+4). 

2) Якщо х-0 є нулем функції тебя) то х 3 є нулем функ- 
ції у-7(х)-8. 

3) Якщо проміжок 2; 14] — область значень функції у=/(х), 
то проміжок [1; т) -- область значень функції у= Е). 

4) Якщо проміжок [6; т) -- область визначення функції 
у= (х), то проміжок (4; 5 | — область визначення функції 
у-ї(х-8). 

5) Якщо функція у- /(х) зростає на проміжку [3; 8], то функ- 
ція у=/(х)+1 зростає на проміжку [4;9]. 


ЗАДАЧА «ЗЙОМКА ДИКОЇ ПРИРОДИ З КВАДРОКОПТЕРА» 
Керування квадрокоптером можна здійснювати дистанційно. 
На рис. 21 зображено план місцевості сафарі-парку (вид згори). 


Лінія, задана функцією у=/(х), — траєкторія польоту першого 
квадрокоптера під час зйомки. 


| з 
х 
Рис. 21 


Ф Побудуйте в наведеній системі координат хОу траєкторії по- 
льотів чотирьох інших квадрокоптерів, якщо ці траєкторії 
задано функціями: 


1) у-7(х-1); 3) у- Г(х -1)-3; 
2) у=?(х)+2; 4) у-Г(х-2)41. 
(Вважайте, що всі квадрокоптери рухалися на різній висоті.) 


Ө Траєкторія якого з чотирьох квадрокоптерів пройшла над ро- 
диною леопардів, яку на плані позначено точкою І? 


П'єр де Ферма (франц. Ріегте 
ае Еегтаї, 1601-1665) — видат- 
ний французький математик, 
один із засновників аналітичної 
геометрії, математичного ана- 
лізу, теорії чисел, теорії ймовір- 
ностей. Найдивовижнішим є те, 
що Ферма, адвокат за профе- 
сією, займався математикою 
у вільний час. «Велика теорема 
Ферма», сформульована ним 
у 1637 р., посіла перше місце 
за кількістю неправильних до- 
ведень. Лише наприкінці ХХ ст. 
її довів англійський математик 
Ендрю Джон Вайлс. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• Квадрокоптер -- безпілот- 
ний літальний апарат, що має 
4 пропелери, яким зазвичай 
керують із землі дистанційно. 


» Японські технологи розроби- 
ли «мульткоптер» розміром 
із долонь, його маса менше 
200 г, висота польоту 20-30 м. 


Е дон З 


@ Побудуйте графік функції: 
2 
1) у-(х-4); 


да 


а 
х 


+3 


3 
; 2) у= 1-2; 3) у= ——+1; 4) у= 
х-2 


х+8 


3) у=3-(х-4); 


з ЗІ ЕР 


х-1 


зх За рисунками, на яких зображено фрагменти графіків функцій 
=/(х), знайдіть: 


1) значення а, 2) значення а, 
А но 2 
якщо уз-х"ча; якщо у-(хча); 


у /\ 


ЕЕЕ ої 
ТО ВЕ ЗМАВТ 
9 


Курс «5ТЕМ РІЇ. Мій перший 
51агіЮр» технічної студії «Вина- 
хідник» допоможе навчитися 
основ конструювання та про- 
грамування, набути навичок до- 


слідницької діяльності, командної 


роботи, стане кроком до участі 
в міжнародних змаганнях. 


171 
о, А 
0 


1 


=> 
х 


8) значення а і Б, 


4) значення а, ріс, 


якщо у=Ъ(х+а)?; якщо у=Ъ(х+а)? +с. 
у уд 
1-- 


0 


| 15 
| 2» 
1 
20 П 
Й ЖЕНА Е а 


@ Побудуйте графік функції у=(х+4)-1 та знайдіть за гра- 


фіком: 1) область значень функції; 2) нулі функції; 3) проміж- 
ки її знакосталості; 4) проміжок зростання функції; 5) про- 
міжок спадання функції; 6) найменше значення функції. 


Бонусне завдання 
Ө Побудуйте графік функції: 


4 
_ Х ші 


(х=)? 2х +3 3х7 


; 8) у=———; 4) у= 


-2 х хо 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Розв'яжіть квадратне рівняння, не використовуючи тео- 
рему Вієта і не обчислюючи дискримінант: 


1) х?-5=0; 4) (х- 
2) х?-Т-0; 
3) (жо 1) -9-0; 


2) -16-0; Т) х2-6х+8=0; 


5) х2-10х+25=4; 8) х2+4х-5=0. 
6) х2+12х+36=64; 


66 Природа завжди діє найкоротшими шляхами. 3 3 | 


П'єр Ферма | 


а Ви повторили основні відомості про функцію, відомі вам із попередніх класів. 


Залежність змінної у від змінної х Область визначення функції — множи- 
називають функцією, якщо кожному на всіх значень незалежної змінної (ар- 
значенню х за деяким правилом гумента). 
ставиться у відповідність єдине Область значень функції (або множина 
значення у. значень функції) — множина всіх зна- 
• у=}(х) — функціональна залежність чень, яких набуває залежна змінна. 

у від х (правило); Наприклад: 
е х — аргумент (незалежна змінна); Р(у) — область визначення функції у; 


• у — функція (залежна змінна). Е(у) — область значень функції у. 


Ө Ви познайомилися з такими властивостями функції, як нулі функції, проміжки знакосталості, 
проміжки зростання та спадання функції, навчилися їх знаходити. 


Нулем функції називають значення Проміжком знакосталості функції 
аргумента, при якому значення функ- називають кожний із проміжків, 
ції дорівнює нулю. на якому функція набуває значень 


е Нулі функції — абсциси то- 
чок перетину графіка функ- 
ції з віссю абсцис. 


одного знака. 


Проміжками знакосталості є про- 
міжки максимальної довжини, на 


яких ѓ(х)>0 або (х) <0. 


е Нулями функції у= (х) 
є корені рівняння /(х)=0. 


Проміжки спадання функції 


Проміжки зростання функції : 
Функцію називають спадною на деякому 


Функцію називають зростаючою на де- проміжку Г, якщо для будь-яких двох зна- 
якому проміжку Г, якщо для будь-яких чень ху і х з цього проміжку, таких що 
двох значень ху і х, з цього проміжку, 


ха > Хі, виконується нерівність /(х,) « (хі). 
таких що х,»х|, виконується нерів- 


Тобто якщо більшому значенню аргумента 


ність Ї (хз) І (х) . Тобто якщо більшому відповідає менше значення функції. 
значенню аргумента відповідає більше 
значення функції. Якщо функція спадає : 


на всій області визна- : 
чення, її називають : 
спадною. і 


Якщо функція зро- 
стає на всій області 
визначення, її нази- 
вають зростаючою. 


Алгоритм знаходження нулів функції 


З у Алгоритм знаходження проміжків знако- 
у= (х), заданої аналітично 


сталості функції у- /(х), заданої аналітично 
1. Знайти р -- область визначення 2 = 
Е (у ) 7, 1. Знайти р(у) -- область визначення заданої 

заданої функції. 


функції. 
2. Розв'язати нерівності у<0 і у» 0 на (у). 


Записати у відповідь отримані проміжки, 
враховуючи область визначення функції. 


2. Розв'язати рівняння 1(х)=0 на Ду). 

3. Записати у відповідь знайдені корені 
рівняння ў (х) -0, які і є нулями 
функції. 


аа 


Алгоритм доведення зростання (спадання) функції у= / (х) на певному проміжку І 


1. Вибрати х; і х, з проміжку Г, такі що х,> 2х1. 

2. Знайти значення функції у=/(х) у вибраних точках у =/(х1) і у= / (х). 

3. Записати різницю у» - у; і спростити отриманий вираз. 

4. Визначити знак різниці у», - У. 
хіх» Є Ї, хрхгє І, 

5. Зробити висновок: }х5> х1, а со = (х) на! 
Г(хз)» (хі) Р(х) < (х1) 


Ө Ви навчилися будувати графіки функцій за допомогою геометричних перетворень. 


у=1(х)+а 
Паралельне перене- 
сення графіка функції 
у=1(х) уздовж осі Оу: 
е на а одиниць угору, 
якщо а>0; 


у=1(х+а) 
Паралельне перенесення графіка функції 
у=1(х) уздовж осі Ох: 
е на а одиниць уліво, якщо а>0; 


• на |а| одиниць управо, якщо а<0. 


• на |а| одиниць униз, : 
якщо а <0. і 


у-в-Г(х) 

е Розтяг графіка функції 
у=1(х) у Е разів уздовж 
осі Оу, якщо Ё>1. 

е Стиск графіка функції 


у--Ї(х) 
Симетричне відо- 
браження графіка 
функції у=/(х) 
відносно осі Ох. 


их) у 1 разів уздовж 


осі Оу, якщо 0«Е« 1. 


сосососвовсоввсввовововввввововсвсссвсвввсовововввввввсовсововсоввовввсовсвововвовссвввовсовововововсвововововсоврововововввосвссвовооврововововсвсвсвовсвоорововссввоввовового 


(о+:0]әх (о+:0]әх 
: ибп эе1оойє ийп звіоойе (‹%+:0) эх еп (о+0)эх ва ітинио 3 
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г 4 Ч І 
і —-<х —-> х і 
: 0<х ошчь 0>х опякв 9 9 ппянАф |: 
: «0» Й • «0» Й • ошмЕ 0» е ошме “>й • шооиві» || 
: й і -ожене | | 
: дях ошик («х ошик  »х ошяк 0»Хх ошик :0<х ошик С ан арыт : 
| «дай «ай «дай «Й • :0<й е ошик )<Й е ошик «Й і 


т 


з 
Кз 


= 0 за 0 
х 
ппянАф 
0<2 ... 
й й й ГА пан рем ГА ГА ГА яфеа | 


024 0<4 024 0<4 
хвійәяь ІІ 4  имодвави 
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ИЇПЯНКФ ХИН4УІНЗУЗИЗ ПООЯИІЗУЦПЯ 


Ф Знайдіть область визначення функції 


ел Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


(6) Укажіть функцію, графік якої зображено на 


у-42-х. рис. 2. 
А Б В Г А Б В Г 
е ооевовевоововавовввовововоевовевоевоеввоеввевовоавовововое Е х-1 х х+1 х 


Областю значень функції у= (х) є проміжок 
[-2; 4]. Яка область значень функції у = 27(х)? 


ооссосссовсовсвововвововсовввсввовсвсовсвовсововсосвсовововсовововогвого 


оососсссссвововввсвовсвсвсвовововсовововововсовсовововсовововововог 
. 


Ф На рис. З зображено графік залежності об- 


сягу споживання холодної води (у л/год) 

у певному житловому будинку протягом од- 

нієї доби від часу (у год). 

1) Яким було найбільше споживання хо- 
лодної води (у л/год) протягом доби? 
О котрій годині воно спостерігалося? 

2) Укажіть проміжки часу (у год), протягом 


А Б В Г яких споживання холодної води збільшу- 
Більше ВИНИК 

Жодного Один Два . Е 

СТОНЕТ РУСИНЫ ТЕЗ ДИНИ см, аи (8) Використовуючи графік функції у=|х |, по- 
Ми будуйте графік функції уџ=8-|х |. 

Ө Яке найменше значення функції у= х? 25? е РАБОВ | | 

оесоеоевоевоесвеовесооеосоосоовеосоесоесессоеовоевоссесоевососоесоее о 9 Доведіть, що функція у= спадає на 
А Б В Г Р Е 
проміжку (3;+ оо). 
-25 -Б 5 25 


ө На рис. 1 подано графік функції у= /(х), ви- 
значеної на проміжку [-3; 4]. Укажіть про- 
міжок спадання цієї функції. 


Бај [зә] | 


ул УМ! 
НУ 
17 | 21 
| >> 0 1 х 
011 2 
Рис. 1 Рис. 2 


49 Побудуйте графік функції у= (х -3)? -1 та 


знайдіть за графіком: 1) область значень 
функції; 2) нулі функції; 3) проміжки зна- 
косталості функції; 4) проміжки спадання 
та зростання функції. 


Бонусне завдання 


б) Визначте графічним способом кількість ко- 


ренів рівняння х «|х-1 | 5 


\Обсяг споживання, л/год 
1001 


6001 
500 1 
4007 
3001 
2007 
100 


+ + + + + + і + + і 
0 2 4 6 8 101214 16 18 2022 24 
Рис. 3 


=> 
1, год 


ВЧОРА | 


Ви познайомилися з окремим випадком квадратичної функції у= х? ‚ навчилися 
ШӨ будувати графіки за допомогою геометричних перетворень 


Ви продовжите знайомитися із властивостями квадратичної функції та способами 
СЬОГОДНІ побудови її графіка 


Ви зможете за допомогою квадратичної нкції описувати різноманітні виробни- 
ЗАВЖДИ | р фу у р р 


чі процеси, природні явища 


Змоделюємо рух кенгуру під час стрибка. Приймемо тварину 
за матеріальну точку (вам відомий цей прийом з уроків фізики). 
Траєкторію цього руху можна змоделювати графіком функції 


у--0,08х? +0,8х (рис. 1). Місце, з якого кенгуру стрибнув, є по- 

чатком координат. Тоді х -- відстань (у м) по горизонталі між 

поточним положенням точки та початком координат, у — відстань 

(у м) по вертикалі (висота, на якій перебуває точка). 

1) На яку найбільшу висоту піднялася над землею матеріальна 
точка -- модель справжнього кенгуру? 

2) Чи може цей кенгуру перестрибнути паркан заввишки 3 м? 

3) На яку найбільшу відстань стрибнув кенгуру? 


УЛ у--0,08х? +0,8х 
23 А Б ЕЕ ЕЕ АЕН ЕЕ: 


13 


Права частина рівності у--0,08х? +0,8х є квадратним три- 


членом, тому дану функцію прийнято називати квадратичною. 


Означення. Функцію, що задається формулою виду 


у=ах? +Ьх+с, де х -- незалежна змінна, а, Б, с — деякі чис- 
ла, причому а +0, називають квадратичною функцією. 


Наприклад, квадратичними функціями є: 
• залежність площі 5 круга від його радіуса В 


5(В)-тл?, деагзт,рРЬ-д0, с=0; 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• Дорослий кенгуру може 
розвивати швидкість до 
60 км/год, стрибати на від- 
стань до 13 м, перестрибува- 
ти бар'єри заввишки до 3 м. 


• У 1999 р. австрійський вина- 
хідник Олександр Бок створив 
пружні ходулі -- джампери, 
принцип роботи яких засно- 
ваний на будові колін кенгуру. 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! @ 4 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Парабола в геометрії 


а 


Парабола -- множина всіх то- 
чок, рівновіддалених від даної 
точки (на рисунку точка Е) 
і даної прямої (пряма Я), що 
не містить цієї точки. Точку Г 
називають фокусом параболи. 


4 ПРИГАДАЙТЕ! З 
ці Графіком функції виду : 

у=а(х+ т)? зп є парабола : 
1 з вершиною в точці (-ті п). : 


ооооооооооововооовосооововоооооооое 


© СслІдЗнАТИ! 


Я 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 
• квадратична функція 
• парабола 
• вершина параболи 
• вісь симетрії параболи 


• залежність висоти, на якій перебуває тіло, що кинули верти- 
кально вгору з початковою швидкістю 05, від часу ї руху тіла 


єї Е 
ДОБ учи де а=--—, Веру бі, 
РОЗМИНКА 1 


а Визначте, чи є квадратичною функція у(х), якщо: 


1) уебавчачної 4) у=5х(х° -1)+202; 
5 
2) у=х?-2х+—; 5) у=2х2+.8.-1; 
х ся 
3) у=21х-3°; 6) у- Мах? – (48 +45 )х- 11. 


©) Знайдіть значення квадратичної функції /(х) в точці х, якщо: 
1 
1) Р(х) =х2-6х+1, хо=0; 3) Ка) = 222-1, ЧЕ у 


2) Р(х) =-2х?+х-5, хо=-1; 4) (х)=-х?+х, 556, 
1955905 


Розглянемо функцію у= х? -6х-3. її графік можна побудува- 
ти, застосувавши до графіка функції у = х? відомі вам геометричні 
перетворення (див. $ 11). Виділимо квадрат двочлена у правій 


частині рівності у = х? -6х+9-12 і запишемо функцію у вигляді 
ПИНЕРШЕЫЕНИЫНЕНЕЦЕНЕНЕЦИ | 


у=(х-3)? -12. Отже, графіком функції у= х? -6х-3 є парабола 


з вершиною в точці (3; -12), вітки параболи напрямлені вгору. 


Графік функції у-ах'чЬх с (а+0) можна отримати з гра- 


фіка функції у- ах? (а ж 0) шляхом геометричних перетворень. 


З'ясуємо, яких саме. Розглянемо функцію узах'чхяс. 


У тричлені ах? +ъЪх+с винесемо за дужки множник а, оскільки 
а +0, 1 застосуємо метод виділення квадрата двочлена. 


2 2 
Ь 
ах? +ъх+с=а\ хо +2 х+- за| х? +9. В ха б 2 «а ра 
а а да 2а 2а а 


застосуємо формулу 
квадрата двочлена 


й в е о дое 
=а|| х+ – + |= а|| х. | – = |. 
2а да? а 2а 4а? 
| ПЕБЕЗЕРЕРИРИЧИРИННИРС | 


зведемо до спільного 
знаменника 


+ 


Розкриємо дужки та скоротимо дріб у другому доданку: 


17] - Ь? дас (7) " Ь? дас 
а\ | х+—— | = |= а х+——– | зу, 
2а 4а? 2а 4а 


ь? дас 


ь № 
Маємо: уза| х+— | – 
2 4а 


а 


Отже, функцію у=ах? +Ъх+с можна записати у вигляді 


2 р ь? дас 
у=а(х+т) +п, позначивши —= т, – —————=п 
2а 4а 
р" КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ Е 
" Якщо координати вершини параболи у= ах? +Ъх+с запи- : 
: : Б р? дас : 5 
сати у вигляді (х,; У,), то х, Е 06 функцію 
а а 


Я 2 
у=ах? +ъх+с можна подати у вигляді у-а(х-х,) +у,. 
Графік функції у= ах? ах нс можна побудувати методом гео- 


метричних перетворень за таким планом: 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


ИГТТТТТТТТТГ. 


Колонада «Відлуння» у парку міс- 
та Біла Церква має чудову аку- 
стичну властивість. Якщо в од- 
ному кінці споруди прошептати 
слово, воно, не змінюючись, 
долинає вздовж стіни до проти- 
лежного кінця. А слово, вимов- 
лене голосно, відлунює назад. 


ОГИ Г: 


вправо на |х, | од. при х, 20 вгору на | ув | од. при у, 20 , 
у=ах оч Уа) ә уза(хох,) чу, 


вліво на |х, | од. при х, «0 вниз на |у, | од. при у, «0 


Графіком функції у = ах? +6х+с є парабола з вершиною в точ- 


(А 


ці (х,; у), де х=, У 


У 8 класі ви познайомилися з поняттям дискримінанта ква- 
дратного рівняння: Р =? Дас. Цей вираз називають також дис- 
кримінантом квадратного тричлена ах? +Ьх+с. 

р? дас 
• Формулу у, -------- можна записати як у, =-——. 
4а 4а 
• Ординату вершини параболи можна знайти, підставивши зна- 
чення х= х, у формулу узах'чфх с, тобто у, - у(х,). 


Наприклад, знайдемо координати (х,; у,) вершини пара- 
боли у=х?-бх-3. Маємо: х,=-——=--———=8; у = 
(6) -41.-8) 


4-1 
Отже, вершина параболи у= х? -бх-3 має координати (3; -12). 


=-12. Або: у, - /(х,)- у(3)-37 -6-8-8--12. 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! @ 4 


ОД Координати вершини : 
7 параболи у=ах?+Ьх+с |: 


сосссосововсвовововововововововововов 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
99 


Серед численних креслень Лео- 
нардо да Вінчі зустрічається крес- 
лення параболічного компаса. 


у Л 
у=ах? +Ъх+с 
(0; с) (а>0) 
хь = 
0 х 
х= х 
а 
ул 
у=ах? +Ьх+с 
(а<0) 
(0; с) 
ше 
А. х 
х=. 
б 
Рис. 2 


38 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


Чі ПРИГАДАЙТЕ! : 
7 Для того щоб визначити нулі : 

функції, потрібно знайти ко- : 
3 рені рівняння ах? +Ьх+с=0. 2 


РОЗМИНКА 2 


09 Знайдіть координати (оз у.) вершини параболи: 
1) у=х?-2х-8; 3) у=-7х?; 5) у=3х?-6х+5; 


9) узАхо +2х; 4) у=х?-4; 6) у--укбчаюоі, 


2) Виділіть квадрат двочлена у формулі, якою задано квадратич- 
ну функцію, та знайдіть координати вершини параболи: 

1) у=х2+12х+36; 3) у= х2+2х-5; 5) у= х2-10х+26; 

2) у=х?-6х; 4) у=х?-4х+3; 6) у=-4х2+4х+3. 

(950409 


Напрям віток параболи у=ах? +Ьх+с збігається з напря- 
мом віток графіка функції узах?. При а»0 вітки параболи 
у зах? +Ъх+с напрямлені вгору, при а40 -- униз (рис. 2). 

Будуючи графік квадратичної функції, доцільно знайти точки 
перетину параболи з осями координат. Нагадаємо, що абсциси 
точок перетину з віссю Ох є нулями функції (якщо вони існують). 
Графік квадратичної функції у- ах? +Ъх+с, визначеної на множи- 
ні дійсних чисел, завжди перетинає вісь Оу. Точка перетину має 
ординату у(0) =а:0? +6.0+с=с. Тобто координати точки перетину 
параболи з віссю ординат — (0; с) (рис. 2). 

Парабола у= ах? симетрична відносно осі Оу, тобто відносно 
прямої, яка проходить через вершину параболи. Це означає, що 
вітки параболи є дзеркальними відображеннями одна одної (дзер- 
кало розташоване на осі Оу). 

Під час виконання геометричних перетворень графіка функ- 
ції у зах), зокрема його переміщення вздовж осі абсцис вліво або 
вправо та вздовж осі ординат угору або вниз, вісь симетрії також 
переміщується вліво або вправо та вгору або вниз (але останні 
перетворення не приводять до зміни положення осі). Таким чи- 
ном, вісь симетрії параболи залишається паралельною осі ординат. 
Отже, віссю симетрії параболи (або віссю параболи) є пряма, що 
проходить через вершину параболи паралельно осі Оу. 


Віссю симетрії параболи є пряма х= х, (рис. 2). 


РОЗМИНКА 3З 


С) Визначте напрям віток параболи, нулі функції та координати 
точок перетину з віссю Оу графіка функції: 


1) у=х?+3х-4; 3) у= х? +11х-30; 
2) у=-х? +5х-6; 4) у=-4х?-12х+9. 


Нулі функції ху і хз симетричні відносно абсциси х, вер- СЛІД ЗНАТИ! Ге 


шини параболи (рис. 3). Отже, абсциса х, є серединою відрізка, 
ху + Хо 


кінцями якого є нулі функції: х, = 5 
Тому для визначення координат вершини параболи іноді 


зручно спочатку знайти нулі функції, а потім - абсцису вершини. 


Отже, для побудови графіка квадратичної функції необхід- 
но визначити напрям віток параболи, координати її вершини 
й точок перетину з осями координат, вісь симетрії параболи. 
Ці дії є кроками алгоритму побудови параболи без використання 
геометричних перетворень. 


ПОМІРКУЙТЕ 


й Складіть алгоритм побудови параболи у= ах? -Ьх -с,роз- 
ад р ава у ОВ АЛГОРИТМ Шш” 
ташувавши кроки у правильній, на вашу думку, послідовно- що 


сті. (Послідовність кроків може змінюватися.) 


Крок 
В Крок  - е 
Крок __ изначити напрям віток пара- чити всі знайдені 
т фон ні Е на координатній 
І «з | точки К 
сті) додаткові «зручні» " при а»0 вітки напрямлені вгору; Е сполучити їх 
і і р 
точки графіка (точку, • при а«0 вітки напрямлені вниз. ою лінією (рис: 4). 
симетричну точці (0; с) плавн 
И сі симетри 
відносно що р Крок 58 
параболи, або 1н знайти точку перетину зея | 
вільні точки, що налет сока функції з віс- КЕИ Рівняння осі ери 
б гр йілероб 
- іку). Е Е 
жать графіку) сю Оу, тобто у(ду єс Е 
Крок | 8 Крок 


Знайти нулі функції як корені рів- 


Знайти о 
рдинату вершин 
В и параболи за фор- няння ах? +ъх+с=0 (якщо вони 


мулою Ув = — р 


БЕ е П-р? _ 6 чи і Г 
З д 0 -4ас -- дискримі- існують). Записати координати 
точок перетину з віссю ОХ. 


нант квадратного тричлена 


2 
ах +6, 
формулою ГА чі о або за 


Крок 
Знайти абсцису вершини параболи за форму- Й 
Ь х +3 
=-—— ЕЕ : 
лою Ха а або х, 7 


Рис. 4 


. . 
ооссссоввовсвввововововововововввовоовововововввовововововсввовввсвововвововвововововововсовввсововвсввоввосввсвсоввсвовововового 


сососсссвсоввввовововсовввовввсовсоввввввсвсовововввовсвсововововсосвсовововсвовсвсвсввсвовсовсововсвссвссвсввовсвовосвовововог 
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Користуючись графіком та враховуючи знак першого коефіці- 
єнта а, узагальнимо властивості квадратичної функції (див. табли- 
цю). Зазвичай визначення властивостей певної функції називають 
дослідженням цієї функції. Другий стовпчик таблиці можна вва- 
жати алгоритмом дослідження квадратичної функції. 


Властивості функції у- ах?зхас 


оосососвсовововвоввсвовововввввовововвовововововввовсвовововововововововововововововововововоевовововововововововзововововововововово 
. 
е 


"Мо з/п Алгоритм дослідження функції а>0 а<0 : 
К Т. 
: 1 Область визначення ) : 
: 2 Область значень : 


Проміжки зростання 
та спадання 


уЇ при хе (х, |, 


у при хе х,і кое) 


е. а 
. е 
. . 
е . 
. . 
. . 
б 


| з : 
: Проміжки х : 
: Б знакоста- род з : 
: лості хо вх = % : 
: (ху ох») зі й : 
: у » 0 при хє (- оо; х,)(х,; ко), У? 0 не існує, і 
5 у<0 не існує у«0 при хе (-еоух, (ж, кое)! 
——_______ : 
: х з 
: Рр«0 : 
: (нулів 5 : 
: Функції б 
: не існує) | у»0 при хе(- о; кос), у>0 не існує, : 
: у<0 не існує у<0 при хє (– ;+ •) 2 


. 
ооссосововввовововововсвовововвсвсвсввввввоввсвсвсввоввоввсвовововоовсввовввовсвовововововововововсововововововововсоввоввовсвссвсовововового 


Як бачимо, залежно від знака дискримінанта Ш і напряму ві- 
ток параболи, тобто знака коефіцієнта а, розрізняють шість випад- 
ків розташування графіка квадратичної функції відносно осі Ох. 


РОЗМИНКА 4 


Ө Користуючись графіком функції, визначте координати верши- 
ни параболи, рівняння осі симетрії параболи, нулі функції, 
координати точки перетину з віссю Оу і точки, симетричної 
точці перетину з віссю Оу відносно осі симетрії параболи. 


1) ЦД 9) УЛ 3) УЛ 4) Ду 
171 
710 
Ші | 
п 
0 Є 
1 
0-5 


ПРИКЛАД 1 


Побудуйте графік функції у= х? 9х3 за алгоритмом 


(с. 151, 176). 


ПОМІРКУЙТЕ 

| Для кожного запису квадра- 
: тичної функції (1-3) доберіть : 
: найзручніший спосіб визначен- : 
ї ня координат вершини парабо- : 
: ли (А-В). 

1 уза(хат) яп 

2 ах? +Ъх+с=0 


3 у=а(х-х,)(х-х,) 


оеоосоеоооооооооооессеовсоооовоооооосовое 


ооооооеоовосооеооооооооооооовеовоооооовосооооовооооооооовооосооовоооооововооооооовоосоеовововооооовооеоооооооовосооооовооооооооое 


Розв'язання 
Крок Зміст дії 
КРОК 1 визначимо напрям віток параболи. 
КРОК 2 Визначимо абсцису вершини параболи та за- 
пишемо рівняння осі симетрії параболи. 
КРОК З Визначимо ординату вершини параболи та за- 
пишемо координати вершини параболи. 
Знайдемо нулі функції як корені квадратного 
КРОК 4 рівняння х? -2х-3= 0. Запишемо координати 
точок перетину графіка функції з віссю Ох. 
КРОК 5 Знайдемо координати точки перетину пара- 
боли з віссю Оу. 
Побудуємо графік. 
Зауважимо, що точка М — «зручна» точка 
КРОК 6 


Результат дії 


графіка, вона симетрична точці А (точці пере- 
тину параболи з віссю Оу) відносно осі симе- 
трії параболи (є дзеркальним відображенням). 


а>0, тому вітки параболи напрямле- : 
ні вгору А 


уь =0(х,); У, =0(1)=-4, отже, коор- 
динати вершини параболи (1;-4) 


ху=-1 і х=8 — нулі функції; 
(-1;0), (3;0) — координати точок 
перетину графіка з віссю Ох 


у(0)-с; у(0)--3; (0;-3) — точка : 
перетину параболи з віссю Оу : 


соссососсовввсвовсвовововвсовсововссвововсоввововововововововововвововвововвввсововововововсвсвововсововсвсввововсовсвсовсвововсовсвовсвововововового 


ПИШИ |, 2теєнуємося 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? є Побудуйте за алгоритмом графік функції: 
1) у=х?-2х+1; 4) у=4х-х?; 7) у=5х2-25+2; 
2) у=х?+4х+4; 5) у=8-2х-х?; 8) уз-рав-я-а. 
3) у= х?-6х; 6) у= х? +2х-8; 


Парабола в природі. Квіти, що 

живуть в умовах браку соняч- 

ного проміння (полярний мак = ПРИКЛАД 2 

тощо), розкривають пелюстки ри 5 И Е ха 

уававмітарабоноїа» що да- а значення а і 6, при яких графік квадратичної функції 

помагає їм акумулювати тепло. у=ах“ +6х+1 проходить через точки А(-2:15) і К(3;10). Запи- 
шіть формулу, якою задано функцію. Дослідіть функцію за алго- 
ритмом (див. с. 152). 


Розв'язання 


Крок Зміст дії Результат дії : 
0 АН 
Скористаємося правилом: якщо гра- 
фік функції проходить через точку, то 
КРОК ! | її координати перетворюють формулу, А(-8; 15) , 15-4а-2р-1; 

якою задано функцію, у правильну к (3:10), 10-9ач-Зьч1 
рівність. Складемо рівняння для обох 
заданих точок. 


4а-2ь41-15, |4а-2ь-14|:2, + 
КРОК 2 Складемо систему з одержаних на кро- |94+36+1-10; |90+3ь-9 1:8; 
ці 1 рівнянь та розв'яжемо її. 

а=2, тоді р--3 


КРОК З Значення а і № визначено, запишемо 


5.9 
формулу, якою задано функцію. у=2х -8х+1 
ОНЕРО НН РОГЕР ВЕН РРО ИИИ РРР РІСТ б О Е 
ИЛЕ АЕ 1 
Й В 8 9 9 1 
КРОК 4 Знайдемо координати вершини парабо у, -/ : у 9. б Б. Же б 


А 
ли: хату № зу.) 


Функція квадратична, отже, її область ви- : 

значення Д(у): (- 22) +). : 

Знайдемо область визначення функ- а5»0, тому вітки параболи напрямлені вго- : 

КРОК 5 ції, напрям віток параболи, найменше ру. Отже, функція набуває найменшого : 
значення функції та область значень значення у вершині параболи. Найменше : 


функції. 1 А 1 
значення | 3 | тоді Е(у): Фо 


оосососососссвовововввввовововсввововововововововововововсовововововоссвовсовововсовсовсововсововсовововсововсссввовововововововсовевогогог 


Крок Зміст дії 


Визначимо проміжки зростання та спа- 


КРОК 6 


іі 3 
дання функції, враховуючи, що х, = а 


КРОК 7 ааа функції — корені рів- 
няння 2х -8х+1=0. 


. 
ПОРУ РР УРЕ РУ УР УРНИ ПИТИ УР У У УЛУУУУИУРАРРР - 


2х? -3х+1=0, л або хо =1 
2 


КРОК 8 визначимо проміжки знакосталості. 1 1х 


. 
соссссссвововввововововововововововововововсвввовввввосвсвввовововововововововововововввоввсвовововововововововововововововововог 


(Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 
Ө) Знайдіть значення невідомих коефіцієнтів, при яких графік | зно 
заданої квадратичної функції проходить через указані точки. ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Запишіть формулу, якою задано функцію. Дослідіть функцію 
за алгоритмом. 
1) у=х?+6х, А(-8:10); 3) у=-х?+4х+с, А(-3; -9); 


Знайдіть закономірність і встав- 
те пропущені числа. 


2) у=-х?+Ьх, А(3;6); 4) узхдчдхче, А(2;-16); Тихий океан то 
5) у=х?+Ьх+е, М(2;5), №(–1;32); уза атт) (; ) 
6) уся? жбюже» М(-3;12), М(512); ії ро 
7) у=ах?+ъх+с, М(0;20), М(1;11), К(–1;35); у=-(х+2)(х-4) ( з ) 


8) узах'-нЬх-с, м (0;-41), М(1;-21), К(-1;69). 


ПРИКЛАД 3 (актуальна задача) 


Змоделюємо рух кенгуру під час стрибка. Приймемо тварину У Е 


З ' і 5 
за матеріальну точку. Траєкторія її руху може бути змодельована Е Розв'язуючи задачі практич- : 
А ев 2 . "ного змісту, ви можете отри- ·• 
графіком функції у--0,08х" +0,8х, побудованим у системі коор- |: . : 

» 980 мати дуже великі або дуже : 


динат, де початком координат є місце, з якого кенгуру стрибнув. : шалі значення величин Це : 
Тоді х -- відстань (у м) по горизонталі між поточним положенням |: створює незручності під час : 
точки та початком координат, у - відстань (у м) по вертикалі |: побудови графіків функцій. 


(висота, на якій перебуває точка). Е ЗУаннсвіпавнах і реслятьнае : 


1) Побудуйте графік заданої функції. 1 кізи графіків, які відображають | 

2) Визначте за графіком найбільшу висоту, на яку піднялася над . властивості функції, проте до- 
землею матеріальна точка — модель справжнього кенгуру. : зволяють змінювати масштаб. : 

3) З'ясуйте, чи може цей кенгуру перестрибнути паркан заввиш- НН А 
ки З м. 


4) Знайдіть найбільшу відстань, на яку стрибнув кенгуру. 


оовоеооовоеовевооевовоосевоооооввовововвооввввоосеовосовеовооосоо ео 


ооссссововововового 


оосооевоооое о 


ооооооеовооое 


Розв'язання 


оосссоссссввосовововововововввововововововововововвовововзовзовововововововововововововзововововововововововововсововововововововог 
. 


Крок Зміст дії 


Результат дії 


@ Знайдемо нулі функції 
КРОК Т у. _0,08х2+0,8х. 


КРОК 2 


раболи. 


-0,08х? +0,8х=0; ху =0, х, -10 


у, =/(5) = —0,08:25+0,8:5=2; (5;2) 


Визначимо напрям віток параболи 
КРОК З за координати точки перетину гра- 
фіка функції з віссю ординат. 


Оскільки нулі функції дорівню- 
КРОК4 ють 01 10, побудуємо ескіз графіка 
функції для хє [0;10]. 


Визначимо за ескізом найбільше 
б значення функції, тобто найбільшу 
КРОК 1 висоту, на яку піднялася над зем- 
лею матеріальна точка -- модель 
справжнього кенгуру. 
5 Зробимо висновок, чи може цей 
КРОК 1 кенгуру перестрибнути паркан пев- 
ної висоти. 


9 Визначимо найбільшу відстань, на 


яку стрибнув кенгуру. 


а «0, вітки параболи напрямлені вниз; 


у(0) =0, графік перетинає вісь Оу в точці (0; 0) 


Найвищою точкою графіка функції є точка 
А(5;2). 

у=2 — найбільше значення функції, тобто шу- 
кана найбільша висота дорівнює 2 м 


Оскільки найвища точка стрибка кенгуру розта- 
шована на висоті 2 м над землею, то цей кенгуру 
не зможе перестрибнути паркан заввишки З м 


Нулі функції х-0 і х-10 є точками початку 
стрибка і приземлення, тому найбільша від- 
стань, на яку стрибнув кенгуру, - 10 м 


. 
сососоовсовссввововвоввсвввововсвсовввсвововсввввсвовововововсововововововововововововововсовововововсвовововссвовововсосвсовссссовосововово 


Відповідь: 2) 2 м; 3) ні, не зможе; 4) 10 м. 


о СЛІД ЗНАТИ! ||| 
" Для визначення найбільшого ІС ТРЕНУЄМОСЯ 


ооеоооооеоооооооооооооео е 


або найменшого значень ква- 
дратичної функції досить зна- 
ти напрям віток параболи та 
значення ординати її вершини: 
при а«0 у, -- найбільше 
значення функції, при а» 0 
Ув — Її найменше значення. 


ооссовсовсововововововововогог 


Ө Розв'яжіть задачу. 


на найбільшу висоту 1 м, тобто у(1) й 


осссссовобововововвввсзовововововововсовозововововововсововововобовововового 


1) Струмінь води декоративного фонтану є параболою, яку можна 
описати рівнянням у= ах? +Ьх , хє Го; 2| Знайдіть значення 


коефіцієнтів а 1р, якщо відомо, що у(2) - 0 1 вода піднімається 


2) Жонглер, стоячи на підлозі, підкидає м'ячик правою рукою 
і ловить лівою. Траєкторія польоту м'яча може бути змоде- 
льована графіком функції у--16х? +8х+1, де х — відстань 
(у м) по горизонталі від правої руки жонглера до м'яча, у — 
висота (у м), на яку піднімається м'ячик над підлогою. 

а) Побудуйте графік заданої функції, якщо хє[0; 0,5]. 


б) На яку найбільшу висоту підкидає м'ячик жонглер? 


8) Форму моста можна описати формулою у= —0,4х? +2,4х, де 
х — відстань (у м) по горизонталі від краю (початку) моста 
до точки, якою позначена людина, що переходить на інший 
берег річки; у — висота (у м) цієї точки над поверхнею води. 
а) На яку найбільшу ширину може розлитися річка, щоб цим 

мостом можна було користуватися? 


б) На яку найбільшу висоту піднімається людина над поверх- 
нею води, рухаючись по мосту? 


4) Залежність кількості д (у шт.) сорочок, проданих протягом 
одного тижня, від ціни р (у грн) однієї сорочки можна зада- 
ти формулою 9=80-0,16р. Дохід за тиждень г (у грн) під- 
приємства, що продає ці сорочки, обчислюється за формулою 
г(р)-р-ч. 

а) Знайдіть кількість д сорочок, проданих протягом одного 
тижня, якщо ціна однієї сорочки становила 150 грн. 


б) Визначте тижневий дохід підприємства від реалізації 
сорочок, якщо ціна однієї сорочки становила 400 грн. 


в) Побудуйте графік функції у-г(р), якщо ре|б; 500]. 
г) Знайдіть ціну р (у грн), за якої тижневий дохід підприєм- 
ства буде найбільшим. Визначте цей дохід. 


є Користуючись алгоритмом, побудуйте графік функції: 


1) у=х?-4х+3; 3) у=22+2; 5) у=15-х? +25; 


2) у=-х? +62; 4) у-2х'-Тхч 8; 6) у-3х'-х-1. 


Ө Не виконуючи побудови графіка, знайдіть область значень, 
проміжки зростання та спадання функції: 
3) у= 2х? +8х-1; 


1) у=х?-6; 5) у= 20 +0+8; 


2) у=3х?-18х; 4) у= 2х? +5х+2; 6) у=10-4х-0,1х?. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Парабола в архітектурі 


Інженерні розрахунки свідчать, 
що архітектурні споруди у фор- 
мі параболи (мости, арки) ма- 
ють підвищену міцність. 


Місячний міст, 
Сан-Фрациско, США 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Параболічний більярд є меха- 
нічною моделлю, яка ілюструє 
оптичну властивість параболи. 
А саме: промінь, що пройшов 
паралельно осі параболи, після 
відбиття від параболи потрапляє 
в її фокус. 


Одна зі стінок більярду має фор- 
му параболи, в її фокусі розта- 
шовано лузу для кульки. З гірки, 
яку можна переміщувати пер- 
пендикулярно до осі параболи, 
скочується кулька. У будь-якому 
положенні гірки кулька завжди 
котиться паралельно осі пара- 
боли і завжди потрапляє в лузу. 


чел Готуємося до ДПА 


Міст Ракотцбрюке, Німеччина 


г ПРИГАДАЙТЕ! 


ооосеоевооооо е 
. 


" рор?-4ас -- дискримінант 
квадратного тричлена 
ах?яфхчсї х, -- абсциса 
вершини параболи. 


Томас Алва Едісон (англ. Тротаз 
Аа Еаїзоп, 1847-1931) — все- 
світньо відомий американ- 
ський винахідник, підприємець. 
Саме йому ми завдячуємо 
створенням першого вдало- 
го варіанта електричної лампи 
розжарювання, електровоза, 
фонографа тощо. Він удоскона- 
лив телеграф, телефон (а також 
запропонував починати теле- 
фонну розмову словом «алло») 
та багато іншого. 


осссссововвввввво 


з) Знайдіть: 
; - 1 2 

1) значення а і Б, при яких числа 2 і а є нулями функції 
у= ах? +ъх+2; 

2) значення т і п, при яких графік функції у= х?+тх+п 
проходить через точки (-2;21) 1 (3; 4); 

8) значення Б, при якому проміжок | 45 кое) є проміжком зро- 
стання функції у= 2х? -фх-1; 

4) значення т, при якому проміжок (- го; -2| є проміжком 

п 1 

спадання функції у- = ш +тх+2; 

5) значення с, при якому ордината вершини параболи 
у= 2х? -4х+с дорівнює -11; 

6) значення а, при якому найбільше значення функції 
у-За-х'чЗх дорівнює 18. 


ө Зобразіть схематично графік квадратичної функції 
у=ах? +Ьх+с, якщо: 
1) а>0, р>0, с<0, х, >0; 4) а<0, р«0, х, >0; 
2) а>0, р=0, х, «0; 5) а>0, р<0, х, «0; 
8) а<0, р»0, с<0, х, «0; 6) а<0, р=0, х, >0. 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо х, - 7 — абсциса вершини параболи, яка є графіком 
функції у- х? +Ьх+с, то ця функція спадає при хє (- оо; т}, 
2) Якщо х, - 2 — абсциса вершини параболи, яка є графіком 


функції у = х? +Ьх+с, то ця функція зростає при хє (- оо; 2} 


3) Якщо х, = -3 — абсциса вершини параболи у =ах? +Ьх+с, 


Ь 
то —=-8. 
2а 


4) Якщо точка (4; 0) -- вершина параболи узах? -рхос,то 
52 4ас=0. 


5) Якщо точка (4; -3) належить графіку квадратичної функ- 
ції узах? +рх+с і х=5 -- вісь симетрії цієї параболи, то 


точка (6; 3) також належить цій параболі. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА Мо 8 


@) Укажіть проміжок, на якому функція 
2 
у-(х-4) зростає. 


оососссовововввввоововововвввсововвввввввсвсввввсвовововзовввовог 


А Б В Г 
Дана) 0 (анод | (сем) ном) 
© Знайдіть область значень функції 
2 
у=(х-1) +2. 
А Б В Г 


(3) Знайдіть координати точки перетину графі- 
ка функції у= х? -6х+9 з віссю Оу. 


оосссссововововвововсововвововсововсвввосвововововововсововового 


Франк Шуман (1862-1918), відомий американ- 
ський винахідник, побудував у Єгипті у 1912- 
1913 рр. першу сонячну термальну електростан- 
цію. Зараз його ідеї використовуються під час 
побудови сучасних параболічних електростанцій. 


96 Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


Ө Вітки параболи у= ах? -7х+2 напрямлені 
вниз. Яке з чисел може бути значенням ко- 
ефіцієнта а? 


А Б В г 
9 2 
о шо 3 
З 


оосссоссооссововвсвсовововввввововсовсввовсввсовсовссвсвсосвсовововоооо 


(6 Установіть відповідність між формулою, 
якою задано квадратичну функцію (1-3), 
та абсцисою вершини її графіка (А-Г). 


оооссосовововововссвовововвссвсввовввсвовововововвсовововововог 


у=(х-5)-1 0 = - 5 

2 у=5+(х-1)? Е х=-1 

3 у= х? +10х+1 РЎ х. =1 
8 хь =5 


Ө Змоделюємо рух акробата під час стрибка. 
Приймемо спортсмена за матеріальну точку. 
Траєкторію його польоту можна змоделю- 


: я 8 і 
вати графіком функції узори +8х. Міс- 


це, з якого акробат стрибнув, є початком 
координат. Тоді х -- відстань (у м) по го- 
ризонталі між поточним положенням точки 
й початком координат, у — відстань (у м) 
по вертикалі від підлоги спортзалу (висота, 
на якій перебуває матеріальна точка). 


1) Побудуйте графік заданої функції, якщо 
хє Го; 4| 

2) Визначте, на яку найбільшу висоту під- 
нявся акробат під час стрибка. 


ө Задано квадратичну функцію у = х? +Ьх+8. 
1) Знайдіть значення Р, при якому гра- 
фік цієї функції проходить через точку 
М (- 53), і запишіть формулу, якою за- 
дано функцію. 
2) Побудуйте графік цієї функції та знайдіть 
проміжки її знакосталості. 


ЗАДАЧА «ІСТОРИЧНИЙ ФІЛЬМ» 


Під час зйомок історичного фільму було виготовлено механічну 
катапульту для метання каменів. Траєкторію польоту каменя 
можна описати формулою у 2-0,001х? +0,2х, де х -- відстань (у м) 
по горизонталі від катапульти (початок координат) до каменя, 
у -- висота (у м) каменя над землею. 


«0 На яку найбільшу відстань катапульта метає камінь? 


2 На яку найбільшу висоту над землею катапульта метає ка- 


мінь? 
Щоб створити спецефекти, тре- 9 На якій відстані від стіни фортеці необхідно розташувати ката- 
ба добре знати математику» Ко- пульту, щоб камінь, досягнувши найбільшої висоти, пролетів 
ЧАРИ РЯЛМ Виерие таир над стіною? Якою має бути висота стіни, щоб камінь у цей 
простір, алгоритми — і ось уна- момент не пошкодив їй? 


слідок математичних розробок 
на екрані монітора мчить торна- 
до або спалахує полум'я. 


Ф Побудуйте за алгоритмом графік функції: 


= у? А 29.9. 
Я АР А. 


ї з ї 
2 з92х-о-х); 4) у=-—х^+-—х-8. 
) у ) у "Р Я 


ө) Знайдіть значення невідомих коефіцієнтів, при яких графік 
заданої квадратичної функції проходить через указані точки. 
| Запишіть формулу, якою задано функцію. Дослідіть функцію. 


Див. приклад 2 1) у=-х?+6х, А(-55-8); 
2) у=х?+4х+с, А(-5;-7); 
3) у=-х?+Ьх+с, М(-2515), М(3;-20); 


4) узах'яфхчс, М(0;40), М(1;26), К(-1;58). 


Ө Розв'яжіть задачу. 
1) Струмінь води музичного фонтану є параболою, яку можна 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


ЇВ» описати рівнянням у = ах?чрх , хє Го; 4| Знайдіть значення 
коефіцієнтів а і Р, якщо відомо, що у(4) -0 і вода підніма- 
ється на найбільшу висоту З м, тобто /(2)=3. 


2) Футболіст б'є по нерухомому м'ячу в напрямку воріт супер- 
ника. Траєкторія польоту м'яча може бути змодельована 


Струмінь води у фонтані має 
форму параболи, що зале- 
жить від кута, під яким струмінь графіком функції ТЕНЕ ой Ре , де х — відстань (у м) 
випускається. Оптимальними 80 2 
є кути 502-607. 


по горизонталі від футболіста (точки удару) до м'яча, 
у -- висота (у м), на яку піднімається м'яч над полем. 


а) Побудуйте графік заданої функції, якщо хеЇ0; 40), 4 ен 


Визначте, н найбільшу висоту піднявся м'яч н 

б) значте, на яку найбільшу висоту піднявся м'яч над ЧИВІДОМО ВАМ? 

футбольним полем. 

3) Залежність кількості д (у шт.) светрів, проданих протягом 
одного тижня, від ціни р (у грн) одного светра можна за- 
дати формулою 4д-120-0,12р. Дохід за тиждень г (у грн) 
підприємства, що продає ці светри, обчислюється за фор- 
мулою г(р)-р-4. 

а) Знайдіть кількість 4 светрів, проданих протягом одного 
тижня, якщо ціна одного светра становила 300 грн. 


футбольний м'яч летить по па- 


б) Визначте тижневий дохід підприємства від реалізації раболічній траєкторії, форма 
светрів, якщо ціна одного светра становила 400 грн. якої залежить від того, з якою 
в) Побудуйте графік функції у- (р), якщо ре| 0; 1000). швидкістю і під яким кутом до 


горизонту вдарено по м'ячу. 
Саме у виборі цих параметрів 
і полягає мистецтво футболіста. 


г) Знайдіть ціну р (у грн), за якої тижневий дохід під- 
приємства буде найбільшим. Визначте цей дохід. 


4) Траєкторія руху жаби прудкої під час стрибка може бути 


й га: 4 4 : 
змодельована графіком функції у=-—х? +— х, де х — від- 


ЕГ Е. Див. приклад 3 = 
стань (у м) по горизонталі від жаби до місця, з якого вона 


стрибнула, у — висота (у м), на яку жаба стрибає над землею. 


а) Побудуйте графік заданої функції, якщо хє[0; 3]. 


б) Визначте, на яку найбільшу висоту над землею стриб- =, ГЕ 


нула жаба. ІО 


в) З'ясуйте, чи може ця жаба перестрибнути перешкоду ТО ВЕ 5МАВТ 


заввишки 90 см. Академія Хана -- міжнарод- 


на освітня мережа, заснована 


Бонусні завдання е 
Салманом Ханом. Иого корот- 


Ө Побудуйте графік функції: кі освітні відеоуроки присвяче- 
1) у=|х?-4 А 2) у= |х2 +12] ні різним предметам і темам. 

7 . б 

Навчання проходить у формі 

5 Знайдіть значення а, при яких: комп'ютерної гри -- там є під- 


казки, бали, рівні... Усі завдан- 
ня розподілено на модулі. Ви 
можете побачити графік осо- 
2) функція у--2х" -Зх+а набуває від'ємних значень при всіх бистого прогресу. 

дійсних значеннях х. 


1) функція у= 3х? -Ахча набуває додатних значень при всіх 
дійсних значеннях х; 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ ё 

г< г< Найважливіше зав- 
дання цивілізації -- навчи- 
ти людину мислити. 9 9 


Знайдіть нулі та проміжки знакосталості квадратичної 
функції: 
1) у=1-х2; 3) у= х? +7х-18; 5) у= х? +10х+25; 


Томас Едісон 


2) у=18х-х?; 4) у=-х? +8х+20; 6) у= х? +2х+2. 


Ви розв'язували лінійні нерівності, будували графіки квадратичних функцій, визна- 
чали їх нулі та проміжки знакосталості 


Ви ознайомитеся з двома способами розв'язування квадратних нерівностей — 
графічним та аналітичним 


Ви зможете прогнозувати прибутки підприємства залежно від запропонованих 
моделей маркетингу, оцінювати висоту стрибка спортсмена тощо 


Бокінг (від англ. Боскіпо) — но- 
вий вид екстремального спорту, 
а саме пробіжки та стрибки на 
ходулях із пружинами -- джам- 
перах. На джамперах можна ви- 
конувати стрибки заввишки 2 м 
і завдовжки 6 м, пересуватися 
кроками в 3-4 метри, розви- 
ваючи швидкість до 40 км /год. 


Бокінг стає дедалі популярнішим 
у світі, виникають бокерські клу- 
би, проводяться збори бокерів 
з Європи та Америки. 


38 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


Траєкторія руху юнака, який займається бокінгом, під 


час стрибка описується функцією у= —0,32х? +1,6х (рис. 1), де 
х -- відстань (у м) по горизонталі від місця, з якого він стрибнув, 
у — висота (у м) його стрибка над землею. При яких значеннях х 
висота стрибка бокера перевищує 1,28 м? 


Коментар до розв'язання 
Щоб відповісти на запитання задачі, слід знайти ті значен- 


ня х, при яких значення функції у= -0,32х? +1,6х є більшими 
за 1,28 м. Отже, задача зводиться до розв'язання нерівності 


-0,82х2 +1,6х>1,28. У цьому параграфі ви ознайомитеся зі спо- 
собами розв'язування таких нерівностей. 


Означення. Нерівності виду ах? жфхас»д (ах? +ъх+с<0, 


ах? +ъх+с>20, ах? +ъх+с<0), де х -- змінна, а, Б, с — деякі 
числа, причому а +0, називають квадратними нерівностями. 


Квадратні нерівності можуть бути строгими (знаки «>» або 
«<») і нестрогими (знаки «2» або ««»). 

Для розв'язування квадратних нерівностей найчастіше засто- 
совують графічний і аналітичний способи. Розглянемо їх. 


ГРАФІЧНИЙ СПОСІБ 
РОЗВ'ЯЗУВАННЯ КВАДРАТНИХ НЕРІВНОСТЕЙ 
У попередніх параграфах, досліджуючи функції, ми визначали 
проміжки їх знакосталості. Тобто для функції у- (9) знаходили 
ті значення х, при яких функція набуває значень одного знака: 
у>0 або у<0. Таким чином, фактично ми розв'язували нерівно- 


сті /(х)>0 або /(х)<0. Для квадратичної функції ці нерівності 
мають вигляд ах? +Ъх+с>0 і ах? +ъх+с<0. 
Наприклад, розглянемо графік функції у = х? +2х 3 (рис. 2). 


У тричлені х? +2х-3 старший коефіцієнт а-1 — додатне 
число, отже, вітки параболи напрямлені вгору. Графік функції 
перетинає вісь Ох в точках із абсцисами ху 2-8 та х, -1, значення 
функції у= х? +2х-8 в цих точках дорівнює нулю, тобто х; = 3 
та Хг -1 — нулі функції. 

Графік функції розташований нижче від осі Ох на проміж- 
ку (-38; 1) , тобто функція у= х? +2х-3 на цьому проміжку набуває 
від'ємних значень. 

Графік функції розташований вище за вісь Ох на проміж- 
ках (- о; - 8) і (б+е), тобто функція у= х? +2х-3 на цих про- 
міжках набуває додатних значень. 

Проаналізувавши графік функції, запишемо проміжки її зна- 
косталості, тобто знайдемо множини розв'язків квадратних не- 
рівностей х? +9х-3<0 1 х2 +2х-3>0: 

• х2 +2х-3<0 при хє (-3;1); 
• х? +2х-3>0 при хє (о; -3)0(0+ ә). 

Зауважимо, що координати вершини параболи при цьому зна- 
ходити не потрібно. 

Отже, для розв'язування квадратних нерівностей графічним 
способом достатньо: 

е схематично зобразити розміщення графіка функції відносно осі Ох, 
враховуючи напрям віток параболи і наявність нулів функції; 
• визначити за графіком проміжки знакосталості функції. 

Наявність і кількість нулів функції визначає положення па- 
раболи узах? -фхо-с відносно осі абсцис. Можливі шість випад- 
ків залежно від знака дискримінанта Р квадратного тричлена 
ах? -х-с і знака коефіцієнта а. 


ооеооевоевоооооеооовоовоооооовсооовооеоооовоововвовоовеовооововоовоовооооосооовоовоовоовоо 
• 


"Знака | Р»0(хуєх,) р=0 (х, =х,=х,) Д«0 (нулів не існує): 


оооооооооео 


. 
соссосововововввовввовововововововововововсововввовововвсвсвосввовововововововововово 


ооосссовововововввввовововововового 


Рис. 2 
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КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 


е квадратна нерівність 

е строгі та нестрогі 
нерівності 

е нулі функції 

е проміжки знакосталості 

е графічний спосіб розв'я- 
зування нерівностей 

• метод інтервалів 


оссссовсосвввссвсвовововововогог 
• 


КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ 


Для визначення проміжків 
знакосталості квадратичної 
функції необхідно знайти її 
нулі. Саме вони розбивають 
числову пряму на проміжки, 
на яких функція зберігає свій 
знак. 


• Від наявності та кількості ну- 
лів квадратичної функції за- 
лежить, якими є проміжки її 
знакосталості. 


е . 
ссосссвововвввоввввоввввовввввввсвоо 


. 


еооооовоеовосоеовооовооеоововооо е 
. 


ПРИГАДАЙТЕ! 


Знак Зображення 


: А Я жки : 
: нерівності точок Ду : 
: - : 
[5 1: 
2 : 
: = : 
: З Ко : 
7 ПОМІРКУЙТЕ 


" Серед наведених функцій ви- 
значте ті, що мають сталий 
знак. Укажіть цей знак. 


1) у=х2-х+6; 

2) у= х? +5х+1; 
3) у=а?-2а+7; 
4) у=—12 +110; 


5) у= 4а?-а+1; 


оосссосовововововвввввовововввовововововового 


оосососсовсвсвовововововововововововсоввоооо 


6) у=-а?+а-2. 


. . 
сосососссвссвсвововововововововогогое 


2 ИӘ, 


Розв'язуючи нерівність, враховуйте, строгою чи нестрогою 
вона є! Можливі випадки розв'язування квадратних нерівностей 
наведено на с. 177. 


Якщо необхідно знайти проміжок, на якому значення функції: 


е більші за нуль (ах? +рх+с >0), то шукаємо числовий промі- 
жок, на якому парабола розташована вище за вісь Ох; 

е менші від нуля (ах? нвхчс« 0), то шукаємо числовий про- 
міжок, на якому парабола розташована нижче від осі Ох. 


Якщо квадратна нерівність нестрога, то нулі функції входять 
у числовий проміжок (їх позначають зафарбованими кружечками 
і для запису застосовують квадратні дужки). Якщо нерівність 
строга, то нулі функції не входять до проміжку (їх називають 
«виколотими» точками і для запису застосовують круглі дужки). 


РОЗМИНКА 1 


Ф.. рисунками, на яких зображено графіки квадратичних 


функцій у=ах? +бх + с, знайдіть значення х, що задовольня- 
ють задану умову. 


2) у\ 3) УЛ 4) ЧЛ 


1) уд 
Ко / 
М 0 4хо /-6 ох а И 
73 -8 0 - 0 е 


ах? +Ьх+с>0 ах? +Ьх+с>20 ах? +ъх+с<0 ах? +х+с<0 


ооососсвовввовсвовввововововововововвсвововввовсововововсововвсвовововововогвого 
. 


КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ 


Якщо квадратний тричлен не має коренів (тобто р « 0), то 
відповідна функція завжди має сталий знак, причому цей знак 
.збігається зі знаком старшого коефіцієнта. 


е е 
ссоссовсовсововововововововововововововввсвсоввовсвоввововововововсовововововововововог 


. 


ооооое 


е 


Узагальнюючи вивчене, сформулюємо алгоритм розв'язування 
квадратних нерівностей графічним способом. 


Алгоритм розв'язування квадратних нерівностей 
графічним способом 
Для заданої нерівності ввести відповідну функцію 


узах'яЬхяс. 


Визначити напрям віток параболи та нулі функції. 


Схематично зобразити параболу, враховуючи її розташування 
відносно осі абсцис. 


Визначити проміжки знакосталості функції (у»д0, у<0). 
Записати відповідь, урахувавши знак нерівності. 


8 ПРИКЛАД 1 


Розв'яжіть нерівність х?-7х+10>0 графічним способом. 


Розв'язання 


сосососовововсовсвсвввсвовововвовввсвсовссссвсввссвовововссовоосовсововововсовововсоовссссовоесово 


Крок Зміст дії 


оосососссввовсвсввввововссвсвсввсссввсвовсовсовововог 


Результат дії 


Введемо функцію у = ах? ха, 
де ах? +Ьх+с — квадратний тричлен, що стоїть 
у лівій частині заданої нерівності. 


КРОК 2 Визначимо напрям віток параболи, яка є графіком 
отриманої функції. 


КРОК З Знайдемо нулі функції. 


Схематично зобразимо параболу, враховуючи на- 
КРОК 4 | ПРЯМ її віток та нулі функції. 

Задана в умові нерівність строга, тому точки 21 5 

«виколоті». 


Визначимо проміжки знакосталості функції і ви- 
КРОК 5 беремо ті проміжки, які позначено знаком «+», 


оскільки за умовою х? -7х+10>0. 


соссоссоссвоввововсвсввсвоввовсвовввввсвоовсвововвсвосвсвовсвсвсвсвовсвововсовоссвовововсовсоооовсого 


Відповідь: хе (- о; 2) (5; -н се). 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 

@ Розв'яжіть графічним способом нерівність: 
1) 1-х?2<0; 4) 5х-х? 20; Т) х? -4х<12; 
2) х?-9«0; 5) -х'-6х-920; 8) х226х+7. 
3) х'-х»д; 6) х2-2х+1>0; 


АНАЛІТИЧНИЙ СПОСІБ 
РОЗВ'ЯЗУВАННЯ КВАДРАТНИХ НЕРІВНОСТЕЙ 


Розглянемо ще один спосіб, за допомогою якого можна розв'я- 
зувати квадратні нерівності. 

Наприклад, необхідно розв'язати нерівність х?-9х-8>0. 
Знайдемо корені квадратного тричлена х? -9х-8 (ху 24, х5=-2) 
та розкладемо його за відомою вам формулою на лінійні множни- 
ки: х? -2х-8=(х-4)(х+2). 


у= х? -7х+10 


Вітки параболи напрямлені вго- : 
ру, оскільки а =1, тобто а» 0 


х? -7х+10=0; 
ху=2, Ха х5 — нулі функції 


МУРУ Р РР УР УНР СУ УР - 


е 
ооооооооооововооооооовооосоовосвооосооеоо 


сосоосоввововововововввсввовего 


ПРИГАДАЙТЕ! 
г Формула розкладання ква- : 
: дратного тричлена на лінійні : 
: множники: 
ах? явхасза(х хі (ж -х»), : 


іде Хі, Хз -- корені квадрат- : 
: ного тричлена. 


Позначимо корені квадратного тричлена на числовій пря- 
мій (рис. 3). Відповідні точки розбивають її на три проміжки: 


(-2о; -2), (-2; 4), (4; +). На кожному з них квадратний тричлен 
зберігає знак. 


З'ясуємо, яких значень (додатних чи від'ємних) набуває ква- 
дратний тричлен на цих проміжках. Скористаємося для цього 
одним із таких способів. 


Рис. 3 1) Оцінити знак добутку (х-4)(х+2) на кожному проміжку, 


враховуючи правила множення додатних і від'ємних чисел. 


2) Підставити довільне число, що належить проміжку, у ква- 


осососовововововововововововог 
. 


ПРИГАДАЙТЕ! 


«=» · «—» = «+»; 


. дратний тричлен х?-2х-8 замість змінної. Отриманий знак 
і буде знаком тричлена на всьому проміжку. 


Зазвичай вибирають той спосіб, який для заданої нерівності 
буде зручнішим. Зауважимо, що знайдені знаки тричлена доціль- 
но позначати на рисунках. 


«=» · «Р» = «—»; 


ооооооовоооовоооое 
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«+» «В» = «+» 
ИСЕМЕ ИРЕ СРВИРО НЕЕ Застосуємо обидва способи для оцінювання знака квадратного 


тричлена х? -2х-8 на кожному з отриманих проміжків. 


б оом кен Оцінювання знака добутку Оцінювання значення 
: Р на проміжку квадратного тричлена в точці на проміжку : 
1 1-7» 
: Якщо х<-2, Якщо х=-8, то : 
| (-о;-2) о то х-4«0, х+2<0, х? -2х-8-(-8) -2:(-8)-8-7, 7»0. | | 
: Висновок: (х-4)(х+2)>0. Висновок: х? -2х-8>0. 
: Якщо -2<х<4, Якщо х=0, то : 
1 (144) то х-4<0, х+2>0. х? -Ях-8-(0) -2-(0)-8--8, -8«0. |: 
- Висновок: (х-4)(х+2)<0. Висновок: х? -2х-8<0. 
: Якщо х»4, Якщо х=5, то : 
: (фе) |790 27420, х+2>0. х? -2х-8=52 –-2.5-8=7, 7>0. 
Висновок: (х-4)(х+2)>0. Висновок: х? -2х-8> 0. Е. 


. 
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Для запису розв'язків нерівності х?-9х-8>0 слід вибрати 
ті проміжки, на яких тричлен набуває додатних значень. Це два 

ра проміжки: (- оо; - 2) і (4; +). 
аА СЛІД ЗНАТИ! Відповідь: хє (=; -–2)0(4; +). 
Аналітичний спосіб розв'язу- 
вання нерівностей називають 


методом інтервалів. 


Отже, ми розв'язали квадратну нерівність, не виконуючи по- 
будови параболи, тобто аналітичним способом. Для цього: 
• знайшли корені квадратного тричлена; 
• зобразили на числовій прямій точки, що відповідають кореням; 
• з'ясували знаки квадратного тричлена на кожному з проміж- 
ків, на які було розбито числову пряму коренями квадратного 
тричлена. 


За допомогою цього методу 
розв'язують не лише квадрат- 
ні, а й інші нерівності, які ви ви- 
вчатимете в наступних класах. 2 
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Зобразимо схематично знаки квадратного тричлена ах? +Ъх+с 
на проміжках числової прямої залежно від знаків його першого 
коефіцієнта а і дискримінанта Р. 


оосссссссссссвввовововововововововвввввоввовсоввввсввововововсовововосовововововововововововововововововзовововсовововововвововововог 
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20 0) ЕОС] 


а>0 


оооооововооеовоовевоововоововооввооев 


Алгоритм розв'язування квадратних нерівностей 
аналітичним способом 
1. Для заданої нерівності знайти корені відповідного квадрат- 


ного тричлена ах? -Фхчс. 
2. Якщо корені існують: 
• зобразити корені на числовій прямій, тобто розбити її на 
проміжки точками, що відповідають знайденим кореням; 
• на кожному проміжку визначити знак тричлена ах? +6х+с; 
• обрати проміжки, на яких значення функції має знак, що 
відповідає знаку нерівності. 


Якщо коренів немає, врахувати, що знак квадратного три- 


члена ах?-Ьх-с є сталим і збігається зі знаком старшого 
коефіцієнта а. 
Записати відповідь, урахувавши знак нерівності. 


РОЗМИНКА 2 


@ Розв'яжіть аналітичним способом нерівність: 


1) (х+3)(х-7)<0; 4) (6-2х)(3х-4)>0; 7) х^+7<0; 


2) (х-1)(х+3)>20; 5) х2-1620; 8) (же) «0. 


3) (2х--5)(3х-4)«0; 6) (х-3) «0; 


Ө) Зведіть задану нерівність до рівносильної нерівності з додат- 
ним старшим коефіцієнтом: 


1) -х?+х-10<0; 3) 4-х-20°>0; 5) -24%>-1; 


2) Бх-х20; 4) 0,2х-х?<0; 6) -10х2<40х. 


еооевоеововоооввосововсооое е 
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Р «0 (коренів немає) 


чу 


чу 
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(ловити ФО 


7 | СЛІД ЗНАТИ! 


7 Для визначення знака тричле- 


. 


на ах? +ъх+с на проміжку 
можна підставити довільне 
число, що належить проміж- 


ку, у вираз ах? +Ъх+с за- 
мість змінної. Отриманий 
знак і буде знаком тричлена 
на всьому проміжку. 


• • 
ооссосововсвоввовввововововововововов 


г ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 

З Якщо у квадратній нерівності 
значення старшого коефіці- 
єнта а від'ємне, то цю нерів- 
ність можна перетворити в не- 
рівність із додатним старшим 
коефіцієнтом, помноживши 
обидві частини заданої нерів- 
ності на (-1) і змінивши знак 
нерівності на протилежний. 


. . 
соссссвововввовввововововововововов 


Квадратні нерівності будь-якого виду можна звести до квадрат- 


них нерівностей виду ах'чьхеасьд, 


ах? +Ьх+с<0, ах? +Ъх+с>0, 


ах? +Ъх+с<0 за допомогою рівносильних перетворень (див. $ 5). 


= ПРИКЛАД 2 


Розв'яжіть нерівність (2- х)(х+2)+9(х-2)<2(х°-3)-2. У від- 


повідь запишіть найменший натуральний розв'язок нерівності. 


Розв'язання 


: КРОК 2 


: КРОК З 


: КРОК 4 


Зміст дії 


Розкриємо дужки та спростимо вирази в лівій та пра- 
вій частинах нерівності. Перенесемо всі доданки у ліву 
частину нерівності, зведемо подібні доданки. 


ни на -3 та змінимо знак нерівності на протилежний. 


Відповідно до алгоритму розв'язування квадратних не- 
рівностей аналітичним способом знайдемо корені ква- 
дратного тричлена. 


Розіб'ємо числову пряму отриманими числами на про- 
міжки та з'ясуємо знаки на кожному проміжку. 
Оскільки знак заданої нерівності «більше», виберемо 
проміжки зі знаком «+». 


Виберемо найменший натуральний розв'язок нерів- 
ності. 


Результат дії 


4-х? +9х-18<2х? -8; 
4-х? +9х-18-2х? +8<0; 
-3х? +9х-6<0 


3х? +9х-6<0 (3 


х? -3х+2>0 


енене еее оноон оо нене е навео нео воо невен ева оне вава УРСР УСРР овоа оаеваоневеоиновоа вооон вова ваовиваовиоионнонаананваваеваваеваваеваваева - 


хє (- ;1)0(2;+•) 


УР Р РР АР РР РР Р Р РР Р РР С РИ е 


Точки х=1 і х=2 не вхо- : 
дять у визначені проміжки, : 
тому найменший натураль- : 
ний розв'язок х= 8 
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Відповідь: 8. 


0, ТРЕНУЄМОСЯ 


оеоооооеоооооеоооооооооое 


г ПРИГАДАЙТЕ! 


: Рівносильні перетворення 
: нерівностей — $ 5 (с. 57). 


(2) Розв'яжіть нерівність: 
1) х(х-10)25(5-2х); 
2) х(х+14)<7(2х+14); 
3) (х-2)(х+2)>3х; 
т) У о 
8) (45-х) (4/5 +х)-8(х 


4) (х- 
5) х 
6) х 


3)(х+3)<8х; 
(х+1)+2<2(1-х); 
(х-5)+422(х+2); 
1)22 (х2+5)+1 ; 


«а? 


-1)з 30. 


8 ПРИКЛАД З 


х2-4х-1220, 
х? «16. 


У відповідь запишіть суму всіх цілих розв'язків. 


Розв'яжіть систему нерівностей 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії : 
| 
х? -4х-1220; 
5 ИГ 2 1 = : 
КРОК 1 Розв'яжемо окремо першу нерівність х  -4Ах-12-0; Б; б щі 
системи. ха-?, х. «6. : 
1 » Ха : 


КРОК 2 розв'яжемо другу нерівність системи. 


Знайдемо спільні розв'язки обох не- 
КРОК З рівностей, тобто переріз множин їх 
розв'язків. 


КРОК 4 Визначимо цілі розв'язки системи та х --3, хз=-2 -- цілі розв'язки системи 
знайдемо їх суму. нерівностей; х; +х,=-8+(-2)=-5 


Відповідь: –5. 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 
З) розв'яжіть систему нерівностей: у ПРИГАДАЙТЕ! 
2 Р 
) 4х? >21, 4) х <-18х, т) х? +4х-12>0, : Для ах? +ъх+с=0,а%+0: 
Зх «6; 2 +5<0; | є10; зьаУр 
3 маги і 
Ы 2а 
2 2 Ы 
2) 9х? >1, 5) х -8х-18«0, 8) х +5х-1420, : де рор? Дас; 
4х 412; х?>1; |х |<5. 


Р ах? +ъх+с=а(х-х,)(х-х,) 


2 А еге ае гове его аевес ве сво ва ветаве . 
х'«9х, и 


З 6 
2-8<0; х?з4 


й Готуємося до ДПА На тестуванні ДПА та ЗНО найбільшої кількості помилок учні 
припускаються саме під час розв'язування нерівностей. 

Розгляньте приклади розв'язування нерівностей, наведені 

в таблиці, знайдіть помилку та опрацюйте правильне розв'язання. 


Нерівність Неправильне розв'язання Ө 
заана 
: х2 +70-12<0 -(х-3)(х-4)<0; 
: (х-3)(х-4)<0. 


Відповідь: хє (3;4). 


і х2 +8х+1620 (х+4)2 >20; 


х2-4. 


х? -6х+9>0 (х-8) >0. 


Нерівність (х – З >0 


: х2+4х+4<0 (х+2)<0. 
- Розв'язків немає. 
Відповідь: Ф. 


г х? +3х+4>0 
2 Оскільки Р <0, 
то розв'язків немає. 
Відповідь: Ф. 


х? 49<0 х?<49; 

х<7. 

Відповідь: хє (~ оо; 7), 
х? -95>0 х? 225; 


х25. 


виконується для всіх значень х, 
тобто х -- будь-яке число. 


Відповідь: хе (- го; оо). 


Правильне розв'язання У 


х? -7х+12>0; 
(х-8)(х-4)»0: 


ИР 2 
Нерівність (х-4) >0 виконується для 
всіх значень х, тобто х — будь-яке число. 


Відповідь: хє (- ео; + о). 


При х=3 маємо (х3)? =0, 


отже, х+38. 


пие 2 
Нерівність (х+2) <0 виконується 
при єдиному значенні х= -2. 


Відповідь: х--2, або 1-2). 


оное неон ноо ПР РР У УРА У - 


Оскільки старший коефіцієнт -- додатне : 
число і р <0, то для будь-якого значен- : 
ня х ліва частина нерівності — додатне : 
число. : 


Відповідь: хе (- оо; оо). 


Відповідь: хє [-7; т) 


(х–5)(х+5)>0; 
х<-5, хаб. 


Відповідь: хє (- =; –5]0[5; + со) А 


-Ф За допомогою графіка розв'яжіть нерівність: 


1) х2-4х<0; 2) 9-х? >0; 3) х2-4х+4>0; 4) ие Ву е0; 
УЛ у=х2-4х ШЕ 7 у= х? -4х+4 У 
ЕГЕ 
у= х 2 +9х+1 3 є 
Р =-х2 8 
8 0 8 х х х 


е Користуючись рисунком, на якому позначено нулі та проміж- 
ки знакосталості функції у= Сар розв'яжіть нерівність: 


1) "(х)»0; 2) 1(х)<0; 3) (х)є0; 4) (х)«0; 5) Г(х)«0 


і = 
М К озь 7а Зм КМ 
а 11 х т а х т х а х 


Ө Розв'яжіть графічним способом нерівність: 
1) х2-8х<0; 3) х2 -Ах-5»0; 5) 2х2 +4>0; 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


2) х2+4х20; 4) х2+20+2.50; 6) -х2-92>0. 


@) Розв'яжіть аналітичним способом нерівність: 
1) 10х? -20х20; 3) 9х2 49 <0; 5) х2 -12х+36<0; 
9) 412 +16<0; 4) 100-4х?>0; 6) 12+101+2620. 


З Розв'яжіть нерівність: 


1) 12-202+21>0; 3) 1612-241-9»0; 5) Ау?-уз1«0; " Україна вирощує в 7 разів 
і більше зерна, ніж вирощують 
2) +410; 4) За? +5а+2<0; 6) -5т? -бт-1120. кави в усьому світі. 


Кількість меду, який експор- 
тує Україна, є такою, що 
кожний мешканець Фінляндії 
може куштувати щодня по 
1 чайній ложці меду протягом 
6 місяців! 


є) Задача «Планування виробництва». Компанія щомісяця виго- 
товляє х одиниць сільськогосподарської продукції. Залежність 
доходу у (у тис. грн) компанії за місяць від х можна змоделю- 


вати функцією у=80х 0,1, де хе| 0; 800]. Визначте, якими 
мають бути значення х, щоб дохід: 

Перший рамковий вулик ви- 
найшов український бджоляр 
2) був найбільшим; розрахуйте цей дохід. Петро Прокопович у 1814 р. 


1) перевищував 15 млн грн; 


У 


КА Ө Розв'яжіть нерівність: 


4 СЛІД ЗНАТИ! : з 

7 У нерівностях, ліва частина : 1) (у-8)(у-6)«0; 4) 1(21-1)-(2+3) <21; 
: яких записана у вигляді добут- 5 Й 

: ку, нулі функції уз (х) зруч- : 2) (2х-16)(14-х)»0; Ва 
: ніше шукати як корені х; і Х» : б 

ці ыб. 2 у чу 3 у-1 
: рівняння (2—21)(2—х2)=0. : 3) (3х-1)(3х+1)-(х-2) +520; 6) у+ Беса 


8 2 4 


. 
соссоссвсовввсововвввоввововововововог 


(8) Знайдіть множину розв'язків нерівності та запишіть відповідь 
згідно із заданою умовою. 


1) 4х? +10х<0, найбільший від'ємний розв'язок; 
чел Готуємося до ДПА 
2) їб-р^ > 0, сума всіх цілих розв'язків; 
3) 12 - 7131040, найменший натуральний розв'язок; 


4) -9а? -За-1«0, найменший додатний парний розв'язок; 


ееооооеоооооооооооовоооооооооео е 
. 


ПРИГАДАЙТЕ! 4 5) зу -24+140, найбільше ціле від'ємне число, яке 
г • Формула розкладання ква- : НЕ є розв'язком нерівності; 


: дратного тричлена на лінійні : 


2 : ; , 
Р множники: 6) -Ах"-9х-2«0, сума цілих чисел, які НЕ є розв'язками 


8 : нерівності. 
ах +ъх+с=а(х-х,)(х-х,), : 
: (9) Перетворивши нерівність так, щоб її права частина дорівню- 


1 де ху, Хх — корені квадрат- : Е Е А А . 
: : вала нулю, знайдіть усі розв'язки нерівності: 
- ного тричлена. Ы 


- уе: 3) 2х2-х<-1; 5) 12+1<2; 
6 620; 
Ь 2) Ах? «9; 4) 25а>а?; 6) 6#+1812 > 421. 
М, х20; : 21 Зк 
: 10 Знайдіть область визначення функції: 
л : 


ерее 520. : і) усаїбха вай: 4) у- /20-8х-х); 
2) у- 16-х; 5) у=; 


3) у=х2-х+8; СЕБЕ =: ЛН 
ү-2х2 +5х+2 


ар Розв'яжіть систему нерівностей: 


ЗНАЙДІТЬ ПОМИЛКУ , и й 
99ү -49«0 14+51-1“&<0 
і 2 А 1 х 2х 15«0, 3 х э 5 2 
(2-8) «16; е. 7х? «Ах; 2-1-2>0; 
х-8«4; 
х<7. х 2 2 
; 2) ае 4) |а зей 6 зи -11у26, 
а 2. 2 
хе(- о; 7). х2 751820; ох «Ах; у -у-12«0. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


95 Готуємося до ДПА 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 9 


@ Використовуючи фрагмент графіка функції 
у= -0,5х? Ах -6, зображений на рисунку, 


розв'яжіть нерівність -0,5х? +4х-62>0. 


оооооеооевовевовеосоеововосоосвеовосеовоесвовсовоесссеововевосеосоее 


А в 

(-6;1) (-=5-1)0(6;+=) 
Б г 

(-56) (- 2-6) (Що ко») 


ооссосссовововввввосвсовововввовсвовввввввосвсввввовввсоововововое 


А В 

[-58] (8015; +=) 
Б г 

[-55] (=: -5]0[8;+=) 


е 
соссоссвовсвовововвввсоввовововвсовсввовввсововововововововововог 


осососсовововвввввсоввовововвсвсвоввввововововововововововового 


А В 

ет) (азот) Ц(тное) 
Б І 

(тн) (тт) 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


6 Розв'яжіть нерівність х2-х+220. 


оссссососоввввововововввсвововововсвововсововсвовсосоовововово 
. 


А В 
о [-52] 
Б р 

(-=-Ц012+=) о коні 


. 
соссосссосвсвовввовововововввввовововввввосововововввовововового 


@ Установіть відповідність між заданою нерів- 


ністю (1-3) та кількістю (А-Г) всіх її цілих 
розв’язків. 


ооососсовововвввововсввсвввввсвовововвввовововововввсовововововог 


1 (х+ 4) «0 А Жодного 
0) х?+4<0 Б Один 
3 х? +3х<0 В Два 
г Більше 
ніж два 


ооооосоооевоесоооосоевововососоовсвеооосоеововосососвоевовосое е 


Фе За допомогою спеціального пристрою м'ячик 


підкинули вертикально вгору з поверх- 
ні землі. Висота (у м) м'ячика над землею 
змінюється за законом Р(1)-- 51 +161, де 
1 — час (у с), що пройшов із моменту кидка 
(1-0). 


1) Через скільки секунд після кидка м'ячик 
опиниться на землі? 


2) Укажіть проміжок часу (у с), протягом 
якого висота м'ячика над землею була 
більшою за 11 м. 


Ө Розв'яжіть систему нерівностей 


х2-8х-18«0, 
х+5>0. 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо ху =-101х,=4 — нуліфункції у= х? -фх +с,томножи- 
ною розв'язків нерівності х? +Ьх+с<0 є проміжок (10; 4). 


2) Якщо функція у= х? +Ьх+с не має нулів, то нерівність 
х? +6х+с<0 не має розв’язків. 


А 0 А 
Воин инн) Вомтті 3) Якщо функція у=-х“ +Вх+с не має нулів, то множиною 


(англ. Уїгаїіпіа (Сіппі) Ротећу, 
нар. 1957) -- голова ради ди- ї» 
ректорів, президент і генераль- 
ний директор компанії ІВМ, 
перша жінка, яка стала головою 5) Якщо проміжок (3; 9) є множиною розв'язків нерівності 
компанії. На думку Вірджинії, ах? -х-с»д, то а« 0. 

розвиток інформаційних техно- 

логій, зокрема технології точно- 


прийняттю максимально ефек- 
тивних рішень. ЗАДАЧА «МОДЕЛІ ПРОГНОЗУВАННЯ» 


Керівництву компанії, що займається продажем складного 


СЕ обладнання, для прогнозування прибутків запропоновано дві 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ математичні моделі, засновані на різних методах маркетингу. 


розв'язків нерівності -х'"Вх-с «0 є проміжок (- со; +оо). 


4) Якщо х-8 є розв'язком нерівності х? +с<0, то х=-8 та- 
кож є розв'язком цієї нерівності. 


Модель А має вигляд у=8,5х- х? , модель В має вигляд у=1,5х, 
де х — кількість (у сотнях) проданих одиниць продукції, у — про- 
р гнозований прибуток (у тис. грн). 


е Для яких значень х за моделлю В прогнозується більший при- 
буток, ніж за моделлю А? 


Маркетологи — спеціалісти, які 
здійснюють аналітичну роботу 
з вивчення смаків покупців та 
розробляють концепцію про- 99 Розв'яжіть нерівність: 


РЕ 1)4-х220; 2) х2-6х>0; 3) -х? -8х-1620; 4) Зх+10> х2. 


Маркетологи повинні мати ана- 


літичні здібності, вміти мислити Ө) Розв'яжіть нерівність: 
творчо й нестандартно, втілю- 
вати в життя свої ідеї. 1) х(12-х) т? 12(х-3); 3) х(х+6)+8< 4(х+2) ; 


=] 2) (х-4)(х-4)»15х; 4) (2 -х)(х+42)+4(х-3)<3(2°-4)+5. 


з) Розв'яжіть систему нерівностей: 


2 

16х2 1, 2 |5 Я71бХ» „ |х2+х-20<0, |2 -5х-84»0, 

1) 2) 4 х 3347, 4) 
Зх «9; 7+2<0; х?>9; |х |<7. 


@ Знайдіть множину розв’язків нерівності і запишіть відповідь 
згідно із заданою умовою. 


1) 2х? -18х <0, найменший натуральний розв'язок; 


2 В С а А А 
2) 15х- 5х? > 0, найменший цілий від'ємний розв'язок; Див. завдання 8-11 = 
3) 212-51-20, найменше ціле від'ємне число, яке «Інтелектуального фітнесу» 


НЕ є розв'язком нерівності; 


МУ 


4) За? +8а+3<0, середнє арифметичне цілих чисел, які 
НЕ є розв'язками нерівності. 


Ө) Знайдіть усі розв'язки нерівності: 


1) т2<16; 2) 22218; 3) Зх -10х 4-3; 4) 24-11-318. 
9 Й 


(6) Знайдіть область визначення функції: ІО 
15 7х ТО ВЕ 5МАВТ 
1) у=(=х -5х; 3) У - - и 
8 х?-х-90 В Україні діють курси бізнесу 
А для підлітків, засновані на прин- 
2) у= ох +16? 4) у= 2х +1 А ципі відомої програми Мазіег оѓ 


1хо4-8х? Виѕіпеѕѕ Аатіпіѕігаћоп (магістр 


е А Ж бізнес-адміністрування). 
Розв'яжіть систему нерівностей: 
Навчаючись в інтерактивній 
х?<4, 252 -5х+2>0, : Р 
8) формі за програмою «Школа 


2 А 2 з 
х +2х-8<0; х'-хо-2є0; бізнесу МВА для підлітків», ви 


зможете вивчити основи мар- 
х? 225, х? +3х>-10, . Р 
2) й Р 4) 2527539 кетингу, продажів, реклами, 
х -6х+5<0; а набути практичних навичок за 
і цими напрямами, поглибити 
Бонусні завдання ій 
свої знання з окремих тем, 
ів) Розв'яжіть нерівність: прослухавши додаткові курси. 
1) (ж? -6х--9)/х «0; 3) (х+3)(х? +6х+9)>0; 


2) (х-5)(х2-7=+10)<0; 4) (х-3)(х+7)(х-1)(х+2)<0. 


(її Знайдіть значення Ё, при якому не має коренів рівняння: 


1) х? +Ех+25=0; 3) 3х? –(26+3)х+28=0; 

2) х? -(Е-3)х+4=0; 4) Ех? +(6+4)х+(8+4)=0. 

ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ ё 

Розв'яжіть систему рівнянь: А с 5 Р 
удь першим — іти 

Э, Ре У а. з) род 29 


во 
Зх "ду --8, х+5у=14, 3х+7у=-11, И 
2) 4) 6) 

ду =—6; -х+8у= 2; 8х+у=1. 


Өв, познайомилися з квадратичною функцією та її властивостями, навчилися будувати 


графік квадратичної функції. , И 
Вісь симетрії параболи — пряма, що про- 


ходить через її вершину паралельно осі Оу. 
Координати вершини параболи (х,;/,): 


Квадратична функція — функція, що задається 


формулою виду у= ах? +Ьх+с, де х — незалеж- 
на змінна, а, р, с — деякі числа, причому а +0. 


Графік квадратичної функції — парабола. 


Вітки параболи уз ах? -Ьх-кс напрямлені: вго- 
ру при а>0; вниз при а« 0. 


Графік завжди перетинає вісь Оу в точці (0; с). 


Алгоритм побудови графіка квадратичної функції у- ах? +ъх+с 
1. Визначити напрям віток параболи. 


. Знайти абсцису вершини параболи. 


. Записати рівняння осі симетрії параболи: х= х,. 


2 
3 
4. Знайти ординату вершини параболи. 
5 


. Знайти нулі функції (якщо вони існують). Записати координати 
точок перетину з віссю ОХ. 


6. Знайти точку перетину графіка функції з віссю Оу. 
т. Знайти (за необхідності) додаткові «зручні» точки графіка. 


8. Позначити знайдені точки на координатній площині та сполу- 
чити їх плавною лінією. 


Властивості функції у- ах'чЬхяс 


СИЕСИИ РЕ 
Множина значень Е(у): ує[у,; кое) (=; у, | : 
: Проміжки зростання У Т при хє У + со) , У Т при хє (- 29; Хв І : 
СГ В ФУВКЫИ Е ху, хо — корені квадратного рівняння ах? +0х+с=0 | 
| у>0 при хе (- =; хі) Ї(Х;; оо), у>0 при хе(хі; х,), | 
5 220 (ані) усо прихе(ціа) 00000 у «0 при хе(–=; х)0(хз+е) | 
: Ж 9 у>0 при хе(- ох, (5 к е2), у>0 не існує, : 
1. 389 ред (ху-хь) д неї 0 е бе : 
с ТЕНЕ оза: а АЗЕ дей аа ЦО Сд 
га р-<0 (нулів | | У»0 при хє(- =; +), у>0 не існує, : 


: функції не існує) у<0 не існує у<0 при хє (- оо; + оо) . 


ө Ви дізналися, що таке квадратні нерівності, як їх розв'язувати різними способами. 


Квадратні нерівності — нерівності виду ах? -Фх-с»б і ах'-Ьх-с«0, де х — змінна, а, 
Б, с-- деякі числа, причому а + 0. Квадратні нерівності бувають строгі та нестрогі. 


Алгоритм розв'язування квадратної нерівності Алгоритм розв'язування квадратних 
(графічний спосіб) нерівностей (аналітичний спосіб) 


1. Для заданої нерівності розглянути відповідну 1. Для заданої нерівності знайти коре- 
ні відповідного квадратного тричлена 


функцію узах'яЬхяс. 3 
ах'я-фхас. 


2. Визначити напрям віток параболи та нулі функції. 


3. Схематично зобразити параболу, враховуючи її | / 2: Якщо нулі існують: 


розташування відносно осі абсцис. • зобразити корені на числовій 
4. Визначити проміжки знакосталості функції прямій; 
(0>0, у<0). е на кожному проміжку визначити 
. . 4 5 2 о 
5. Записати відповідь, урахувавши знак нерівності. знак тричлена ах" -фх с; 


е вибрати проміжки, на яких значен- 
ня функції має знак, що відповідає 


оосососсвввввсвоововововссвсовсввввсововововововововсовововсовсвовсвововововог 
. 


г Знак а  Рр»0(хуєх,) р=0 (х, =х,=х,) р<0 (нулів не існує) : знаку нерівності. 

: : Якщо нулів немає, врахувати, що знак 
1 а>0 Я М квадратного тричлена ах?зхас 
: х є сталим, причому збігається зі зна- 


5 + = х Е == 
г а<0 6 й 
м х1 х5 х .* 


сосссосссвовввввсовововововововввовововововововововсовсввовововововововог 


ком старшого коефіцієнта а. 


«У 


4. Записати відповідь. 


Розв'язки квадратних нерівностей 


оосссссосссвсвовввововвововсовововововсвввовсвововсовсововововсвсововсвсовсссовсвсовсововововоовоовоововссвсовсовсввсосвсовсовсовсосвовсвсосссссосогого 
. 
. 


а нерівність Е : 
й чо в Е 
: =" = – х + + : 
: я + Ж - х. гадя : 
Н х Хв : 
- сна са) і 
і ах'яфхас»б (- 29; ко») а О(х.;+•) а О(х;+ =) (абз) : 
вен 
: ах? +Ьх+с>20 (- =; + о) ӧ (=; + ә) х= Хь Е [21:22] : 
: з (= х,)0 2015 : 
гах +6х+с<0 ё (- оз ог) о О(х,; +) (х1; х) (жарке) : 
: 2 _ (ера 
: ах“ +ъх+с<0 о (- 29; +) ала (- со; +) ЕЛЕ рн о) Е 


«В Знайдіть координати вершини параболи 
г, а 2 
квадратичної функції у-(х-1) +8. 


2 ман точку перетину графіка функції 
у-х -4х+4 з віссю Оу. 


о Використовуючи фрагмент графіка функції 
у= 0,5х? +х-1,5, зображений на рисунку, 
розв'яжіть нерівність 0,5х? +х-1,5<0. 


у 
1 
> 


0 х 
А Б В Г 
хє (- о» -8)) 
хе[-8;1] хе(- со; -1| Інно) хе[-2;0] 
@ Розв'яжіть нерівність х(х+9)>0 
А Б В Г 
- со; 0 1) -со-9 
хе (-9;0) хе (0;9) р. ора У 
0(9; +) 0(0; + =) 


ел Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: іпіегасіїуе.гапок.сот.иа 


. 
оосовосооввввсвовсовввововсовововововввововсововововововового 


Розв'яжіть нерівність 
5(х-2)<(2-х)(2+х). 


(8) Дано квадратичну функцію 

у=-х? -2х+с. 

1) Знайдіть значення с, при якому графік 
поданої функції проходить через точку 
М(-2; 3). Запишіть формулу, якою за- 
дано функцію. 


2) Побудуйте графік цієї функції та визнач- 
те проміжки її зростання та спадання. 


(9) Каскадерка стрибає у воду з висоти 45 м. 
Ії висота над водою (у м) змінюється за за- 


коном ћ(1)=45-51°, дет — час (у с), що про- 
йшов із моменту стрибка (2-0). 


1) Визначте, через скільки секунд після 
стрибка каскадерка опиниться у воді. 


2) Укажіть проміжок часу (у с), протягом 


якого каскадерка залишалася на висоті, 
більшій за 25 м. 


10 Розв'яжіть систему нерівностей 
х? -10х-11»0, 
| х | 12. 


Бонусне завдання 


б Розв'яжіть нерівність | х? -4х | <8. 


8 14 СИСТЕМИ ДВОХ РІВНЯНЬ ІЗ ДВОМА ЗМІННИМИ 


Ви розв'язували лінійні, раціональні, квадратні рівняння та системи лінійних рівнянь 
ВЧОРА | із двома змінними 


Ви ознайомитеся з графічним та аналітичним способами розв'язування систем 
СЬОГОДНІ 


двох рівнянь із двома змінними, з яких хоча б одне рівняння — другого степеня 


дження людей, розташування на місцевості будь-яких об'єктів 


| Ви зможете розробляти схеми туристичних маршрутів, визначати місцезнахо- 


АКТУАЛЬНА ЗАДАЧА 


На рис. 1 зображено схему двох ліній метрополітену, які пла- 
нують побудувати в місті. Ці лінії у введеній прямокутній систе- 
мі координат описуються рівняннями 2х-Зу-0 і Ах? з Ту? =64. 
У точках перетину ліній будуть побудовані станції переходу між 
лініями. Визначте координати цих станцій. 

Коментар до розв'язання 


Координати точок перетину ліній можна визначити безпосе- 
редньо за рисунком. Проте цей спосіб не є точним. Щоб знайти 
точні значення координат, застосовують аналітичні способи роз- 
2х-8у = 0; 
4х? +7 7а =64 


від систем лінійних рівнянь тим, що друге рівняння не є лінійним. 


в’язування систем рівнянь. Система | відрізняється 


ГОЛОВНА ІДЕЯ 
ПРИГАДАЙТЕ! 
"е Розв'язок системи рівнянь із двома змінними х і у — пара 


чисел (Хо) уо), яка є розв'язком кожного з рівнянь системи, 
тобто перетворює кожне з них у правильну числову рівність. 


ооосооооооооооооооооо 


ооссововсововоге 


або довести, що їх немає. 


. . 
. . 
ооссссоововввсвовсввсовововсовсовововововсовсвсосвовсовсовововввсвсвсовсовсовосвсвсовсовосвововогоге 


РОЗМИНКА 1 
Ө Визначте, чи є наведені пари чисел розв'язками заданої си- 
стеми рівнянь: 


1) (-2:1), (2-4); 


2х+у=-8, . ЕА А у= х?, 
е ау рр 


Організувати роботу метрополі- 
тену допомагають математичні 
моделі формування вхідного па- 
сажиропотоку станцій. Ці моделі 
дозволяють не тільки керувати 
потоками, а й прогнозувати їх. 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ ) 


• система рівнянь 

• розв'язок системи рівнянь 
• графічний спосіб 

е спосіб підстановки 


е спосіб алгебраїчного 
додавання 


е метод заміни змінних 


ТЭ 


У Т класі ви розв'язували системи лінійних рівнянь із двома 
змінними різними способами -- графічним та аналітичними 
(способи підстановки та додавання). Пригадаємо їх і розв'яжемо 


х-уг-б, 


трьома способами систему рівнянь 
Е и Е +у=18. 


Спосіб підстановки Спосіб додавання : 
(аналітичний) (аналітичний) є 
МІД нниниинньнньвинньнньвининаннаннннинцій 


1. Побудуємо в одній систе- 1. Виразимо з одного рівнян- 1. Додамо обидва рівняння 


мі координат графіки обох 
узх-б, 


і систе 
рівнянь системи ар ві 


ня системи змінну у через 
змінну х (або навпаки). 


системи почленно (окре- 
мо ліві та праві частини). 
Отримаємо: 


2. Підставимо цю змінну 
2. Знайдемо координати то- в інше рівняння системи: +187055, 
чок перетину графіків. узх-б, х+у=18 
х+(х-5)=18. 2х=18, 
х= 9. 
3. Розв'яжемо отримане рів- 


Підставимо отримане зна- 


няння з однією змінною: 
2х-5=18; 
х= 9. 


чення х в будь-яке рівнян- : 
ня системи: : 
у=х-5=9-5=4; : 
4. Підставимо отримане зна- у=4. : 
чення х в перше рівняння : 


системи: у=х-5=9-5=4. 3. 


Запишемо відповідь: (9; 4). 


5. Запишемо відповідь: (9; 4). 


8. Запишемо відповідь: ко- 
ординати точки перетину 
графіків (9; 4) є розв'язком 
заданої системи рівнянь. 


Розв'язуючи рівняння, ви здійснюєте їх рівносильні перетво- 
рення. Поняття рівносильності використовують і для перетворення 
систем рівнянь. 


Дві системи рівнянь називають рівносильними, якщо ці системи 


ӨМ  СЛІДЗНАТИ! 


мають одні й ті самі розв'язки або не мають розв'язків. 


ГРАФІЧНИЙ СПОСІБ РОЗВ'ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ РІВНЯНЬ 


Пригадайте, щоб розв'язати систему рівнянь графічно, слід: 
• побудувати в одній системі координат графіки рівнянь си- 
стеми; 
• знайти спільні точки графіків (координати цих точок і є роз- 
в'язками системи рівнянь). 
Зауважимо, що часто для побудови графіків рівнянь зручно 
звести їх до класичного вигляду відомого рівняння або функції. 


Розглянемо приклади запису рівнянь у вигляді, зручному для 
побудови їх графіків (див. таблицю). 


сооссоссвоввввсвовввововосвосвововоовсвовововоовсвововсвсвововсвововововсвсвсвсоввовсвовововвввсвовововововосвовововсвсвововововсвсвовввовогог 
. 


21) 2х+2у-1=0 |) 2) у-3=0 > | 3) 2-х=0 > 14) |х |-3=0 з 5) х^-у=4 > 
й у=-4х+2 ә у=3 ә х=2 -» |х|=8, х=+8 ә уєвхі-4 
Жу Лу \у Жу 
2 2 > 
1 - 4. х 
о 2 ро | 17. | ро 
2 014 | Їх от рх 3 10| 1 зі =х 


6) ху=1 2 || т уза- хо» 8) у-1-|х| ә 9) х2=9-у2 з» 10) (х-2)=9-(у-1)* з 

н 1 : 
кра 25у = -» у=|х|+1 з х? +у? = 3? а: (х2) +(у-1)=32: 

ул ул 197 ул у/\ 


Ми вже говорили про те, що перевагою графічного спосо- 
бу порівняно з іншими є наочність, а недоліком — неточність. 
Через цей недолік графічний спосіб не завжди є зручним для 


визначення розв'язків систем рівнянь. Але за допомогою гра- ЧИ ВІДОМО ВАМ? 

. ере ИН 
фічного способу зручно визначати кількість розв'язків систем | Методи розв'язування систем 
рівнянь. 


рівнянь залежать від того, які 
рівняння входять у систему. 


РОЗМИНКА 2 • Системи лінійних алгебраїчних 

е —————м—————_————————————————— рівнянь розв'язують метода- 

Ф З'ясуйте кількість розв'язків систем рівнянь, установивши ми Крамера, Гауса, ітерацій 
відповідність між системами рівнянь (1-4) та їх графічними тощо. 


інтерпретаціями (А-Д). • Для систем нелінійних рів- 


нянь загального аналітичного 


2 ГД м 
и =2, ні 0, Ме 2, 4 у=(х-2) розв'язання не знайдено. 
х-у=3 у-х-1=0 |е +у? =4 у-4-х 
у \\ Г у 
зе 


5 ПРИКЛАД 1 


1 
ода Й А 8х-4=у+- х?; 
Розв'яжіть графічним способом систему рівнянь 9 


у+х=2. 
Розв'язання 

Крок Зміст дії Результат дії : 
иии 
й 2 : 
КРОК 1 Зведемо кожне рівняння системи до У т -8х-4 -- квадратична функція; : 
вигляду функції у=/(х). у=2-х -- лінійна функція 
дм за зовано О 
А А и 1) у=-—х? +3х-4, графік — парабола з вер- : 
Проаналізуємо отримані функції, В . 2 
КРОК 2 визначимо «зручні» точки для по- шиною в точці (3; 0,5), онаа. 
будови графіків цих функцій. вниз, У(0)--4; нулі функції: х=2, х=4. 
2) у-2-х, графік — пряма : 
Е(2;0), : 
Побудуємо в одній системі коорди- 6(6;- 4) : 
КРОК З нат графіки обох функцій та визна- : 
чимо точки їх перетину. Зробимо : 
висновок. х 
Пари чисел (2;0) і (6;-4) є наближеними : 
розв'язками заданої системи : 
| 3:2-4-048, , : 

Перевіримо, чи є отримані розв'язки 0+2=2 (правильно); 

КРОК 4 точними. Для цього здійснимо їх 


безпосередню підстановку в кожне 
рівняння системи. 


еоооововеовосооввоевоооеововооео е 


= ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


Зі Графічний спосіб розв'язу- 4 
1 вання систем рівнянь є зруч- : 
:{ ним через свою наочність. : 
: Проте розв'язки, отримані : 
: внаслідок його застосування, : 
: можуть бути неточними. Пе- : 
| ревірку розв'язків на точність : 
: виконують їх безпосередньою : 
: підстановкою в початкову си- : 


:, стему рівнянь. 


3.6-4-_4+1.36, 
9 (правильно) 
-4+6= 2 


Відповідь: (2;0); (6;-4). 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 
«Ф Розв'яжіть графічним способом систему рівнянь: 
2 2 2 -4- = 
2у-х= 0; удій х-2-угсб; 
= 2, -9- +6), 
у јх +у2 =5, 5) {2722 в) 17 х(х+6) 
2у+х = 0; у= х -2х+1; \х+3 –у=0. 


АНАЛІТИЧНІ СПОСОБИ РОЗВ'ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ РІВНЯНЬ 

Ви вже вмієте розв'язувати системи лінійних рівнянь спосо- 
бом підстановки та способом алгебраїчного додавання. Ці спо- 
соби справедливі й для систем рівнянь, у яких одне або обидва 
рівняння не є лінійними. 


Алгоритм розв'язування системи двох рівнянь 
із двома змінними способом підстановки 
Виразити одну змінну через іншу з одного рівняння системи. 
Підставити отриманий вираз замість відповідної змінної 
в друге рівняння системи. 
Розв'язати отримане рівняння з однією змінною -- знайти 
один або декілька коренів (залежно від рівняння). 


Підставити почергово кожний зі знайдених коренів рівняння 
у вираз, отриманий у п. 1. 


Записати відповідь у вигляді пар значень змінних, знайде- 
них у п. 3, 4. 


Метод заміни змінної для розв'язування систем рівнянь мож- 
на застосувати таким чином. 


1) Абоввести одну нову змінну і використати заміну тільки в од- 
ному рівнянні системи. 


х У 

—+2—=2,5 
Наприклад: для розв'язання системи чу х "? вводимо 

х?-у? «8 


А х А 1 
одну змінну і = —. Перше рівняння матиме вигляд: і+— = 2,5. 
ї 


2) Або ввести дві нові змінні і використати їх одночасно в обох 
рівняннях системи. 


2 8 
——— + гри Й, 
Наприклад: для розв'язання системи 6 - ИЧ У вводи- 
зай і зай 
х-Зу 2х+у 
21 2 8 8 
мо дві змінні: а = , ра . Ураховуючи, що ——— = 4а, 
х-8у 2х+у х-8у 
== 8Ь, записуємо систем вигляді: {2 та. 
шар" У УУ А {4а-3=1. 


Алгоритм розв'язування системи двох рівнянь 
із двома змінними способом алгебраїчного додавання 
Прирівняти коефіцієнти при одній зі змінних шляхом по- 
членного множення обох рівнянь на підібрані відповідним 
чином множники. 
Додати (або відняти) почленно два рівняння системи. 
Розв'язати отримане рівняння. 


Підставити знайдене значення змінної у будь-яке із заданих 
рівнянь. 


" ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


й Дії, описані в п. 1 цього алго- 
ритму, зазвичай виконують із 
тим рівнянням системи, для 
якого це простіше зробити. 


е 


АЛГОРИТМ г 


еоооооеововооовоооооооооооооое во 
• 


ПОМІРКУЙТЕ! 


Розв'яжіть систему рівнянь 
одним або кількома (якщо це 
можливо) аналітичними спосо- 
бами: 
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ОГИ Г: 


УА ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! |": | пРиклАдД2 2 


289 : 2 
П ; ; : Е хг +ху=24 
ОСЕ Розв'яжіть систему рівнянь У і 


: рівнянь часто застосовують : у? +ху= 40. 
: комбінацію кількох способів. : Розв'язання 
ооосоооосооооооовоовоеовоовоосоовоеооое о Спосіб 1 
Крок Зміст дії Результат дії : 
ПЕР Б ЧЕ БЕ 
2 
мя хі +ху= 24, 
КРОК 1 Використаємо спосіб додавання — додамо почленно у? +ху=40 


обидва рівняння системи. Р 
х? +2ху+у? =64, (х+у) -64 


обудемо квадратний корінь з обох частин рів- 
Добуд др р р (жу =,/6а: 


КРОК 2 няння, отриманого на кроці 1, ураховуючи, що Е х+у|=8; 
а? = |а х+у=8 або х+у=-8 

тта До и з н рівнянь допишемо одне  (хчу-8, х+у=-8, 
з рівнянь початкової системи, наприклад перше. }, ЕУ аыл 


Отримаємо дві незалежні системи рівнянь. 


Розв'яжемо кожну систему способом підстановки. 

КРОК 4 Розкладемо на множники ліву частину другого рів- б + 
няння та підставимо в нього значення х+у з пер- |х.8-94 
шого рівняння. | 


Крок Зміст дії Результат дії : 
| А, 


КРОК 1 кожного рівняння. Розділимо почленно 
перше рівняння на друге, у(у--х)єб. 


Розкладемо на множники ліву частину ежа х(х+у) 24 х З 


КРОК 2 Допишемо до одного з рівнянь початкової 


системи отримане рівняння. в 

Розв'яжемо отриману систему спосо- у= 5 1; 8 

бом підстановки. Виразимо з другого і ча + з 24; х-х 24; 
КРОК З рівняння системи змінну у через змін- х(х-у)- 24; і 

ну х та підставимо отримане значення у 8 , А 

в друге рівняння. т =24; х`=9; ху =8 або х, --3 


Для кожного значення х знайдемо відпо- #1 = —:8=5; уз = 2-8) =-5. 
КРОК 4 З 


відне значення у. 
Д У Отже: хі 23, у 25) Х, 2-8, у= -5 


. 
сосоосссвовввввссвссввввсвссвсовововссвовововсвсвсвововововссвововововвсвввссвсвовововсвсовввовсвссвсвсвввовсссвсовововсововововсвсовововововоое 


Відповідь: (-3; -5); (8; 5). 


(9, ТРЕНУЄМОСЯ 


б) Розв'яжіть систему рівнянь: 


1) х? +2ху = 55, 
х? -2ху= 5; 


2 
-Зху-4, 
2) й. у 
у +8ху= 28; 


3) х? +ху=9, 
2х-ху+1= 0; 


4) у?+ху=1, 
4у-ху+4= 0; 


2 
+ху= 5, 
5) С ху 
у +ху= 20; 


2 
– ху =35, 
6) ху 
у -ху-14; 


8 ПРИКЛАД З 


оссовосовввввосоввоввввоввововввввввовововввввовововввввововововововововвввововововововввввовзовоовововововововововввовововововог 


т-п РН п _ 2 
Розв'яжіть систему рівнянь п топ 
(т--2)(п-8)є-6. 
Розв'язання 
Крок Зміст дії 


КРОК 2 


КРОК З 


КРОК 4 


. 
сосссссссовсвввсвововововвсвовсововововововововововововововсоввововсовововввсвоововсововсовововссвовсовововововововвовсвсововововововововово 


Знайдемо ОДЗ системи рівнянь, визначив- 
ши ОДЗ змінних кожного рівняння. 


Розглянемо перше рівняння системи. Вве- 
демо нову змінну та розв'яжемо відносно 
неї отримане рівняння, враховуючи ОДЗ 
нової змінної. 


Повернемося до початкових змінних. Утво- 
римо систему з отриманого рівняння та дру- 
гого рівняння початкової системи. 


Розв'яжемо отриману систему способом 
підстановки -- підставимо в друге рівнян- 
ня системи т=2п і розв'яжемо отримане 
квадратне рівняння. 


Проаналізуємо отримані значення п. Об- 
числимо значення т, яке відповідає знай- 
деному значенню п. 


Відповідь: (4; 2). 


Результат дії 


гә; ПР -21+1=0, 
"Пре 0; 


(2п+2)(п-3)=—6; 


дп? -6п+2п-6=-6; 
2п? -4п=0; 
2п(п–2)=0; 


п =0 або п, -2 


п=2, 


ЗНАЙДІТЬ ПОМИЛКУ 


х? +2ху+у? =25, 
х? -дхучу? =16; 


До системи рівнянь можуть : 
входити дробово-раціональні : 
рівняння. У такому випадку : 
обов'язково треба врахову- : 
вати область допустимих зна- : 
чень усіх змінних, що входять : 
до кожного рівняння. ; 


. 
ооососсовссвввововсвововвсвововввовове 


35 Готуємося до ДПА і ЗНО 


УА ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 

г, Завдання на дослідження кіль- : 
: кості розв'язків системи рів- : 
: нянь пропонують на ДПА і ЗНО. : 


ооссосооссвовввовсвововововововового 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


з) Розв'яжіть систему рівнянь: 

х+2у чо й шої 
у ходу 

(х-1у -2)--8; 


рр а 5) 


од ДИ 4х 4 


2) ју х 6) х х+у 


(х-4)(у+3)=8; 


х+у 4 ХУ 4 


ав 
+ 
= м 
1 І 
на 
о І 
КР [< 
————— ————— 0—4 


2+ я 
3) у х-2у 7) 4 х-у х+у 

ху=12; у?-х? =79; 

=: ДРС у , са М х-ду о 
4) у 4х+у 8) 4 х-2у 2х+у 

ху--18; х'-у «48. 


ДОСЛІДЖЕННЯ КІЛЬКОСТІ РОЗВ'ЯЗКІВ СИСТЕМИ РІВНЯНЬ 


Для розв'язання таких завдань доцільно використовувати гра- 
фічний спосіб, тобто будувати графіки рівнянь і знаходити кіль- 
кість точок їх перетину або координати цих точок. 

р" ПОМІРКУЙТЕ Е 
е Скільки розв'язків мають системи рівнянь, графіки яких : 
1 зображено на рис. 2-57 : 


1 е Як змінюється кількість розв'язків системи рівнянь залежно : 
від розташування вершини параболи? : 


. 
соссосовововвоввсвовввввовсввввовсввововввсосвововвсвововововововвсвсовсовсвововсовововововое 


Рис. 2 


а 


СЛІД ЗНАТИ! 


Рис. З Рис. 4 Рис. 5 


У Т класі ви розв'язували системи лінійних рівнянь і знахо- 
дили кількість їх розв'язків аналітичним способом -- за умовою 
взаємного розташування графіків двох лінійних функцій. Тобто 
знаходили відношення коефіцієнтів рівнянь та порівнювали їх. 


ах+ьуу= с, 
ах + рагу Е Со 
залежить від рівності або нерівності відношень їх коефіцієнтів. 


Кількість розв'язків системи лінійних рівнянь 


Система лінійних рівнянь із двома змінними: 


1) має єдиний розв'язок, якщо коефіцієнти при змінних не є про- 


б а, ; : : 
порційними: о , тобто графіки рівнянь (прямі) перети- 
а 
2 2 
наються (рис. 6, а); 
2) не має розв'язків, якщо коефіцієнти при змінних пропорцій- 
А е. а б С 
ні, проте не пропорційні вільним членам: = —— + ~, тобто 
ар 0 с, 
прямі паралельні (рис. 6, 6); 
3) має безліч розв'язків, якщо всі коефіцієнти рівнянь пропор- 
.. Ша Б с ід 
ційні: зон тобто прямі збігаються (рис. 6, в). 
а с 
2 2 2 


8 ПРИКЛАД 4 


Знайдіть значення т, при яких система рівнянь 
(т+1)х-у=т, 
(т-3)х+ту= 9: 
1) має єдиний розв'язок; 8) має безліч розв'язків. 
2) не має розв'язків; 
Розв'язання 


Лу 
0 ра 
а 
Ку 
0 а 
6 
у 
0 Ра 
в 
Рис. 6 


"Крок Зміст дії Результат дії : 
У. 9 
: << 
: Знайдемо значення т, при яких система рівнянь +1 1 : 
: 1) має єдиний розв'язок. Для цього складемо відно- ЕА Е › : 
| КРОК шення коефіцієнтів при змінних і використаємо а : 
: аб т +тж+-т+8; : 
: умову - -2--. з : 
: «а б» т“ +2т-8 +0 : 
2 , М т? +2т-3=0; т 2-8 або т, -1.1 
: КРОК 2 Розв'яжемо рівняння т" -Я2т-8-0 і зробимо : 
: ваєнозою Отже, при т+-8, т+1 система : 
: рівнянь має єдиний розв'язок. : 
12) Знайдемо значення т, при яких система не має 
й Ь з т+1 | 1 т 
КРОК 1 розв'язків. Використаємо умову = +, бо 1 


а, 0, с, 


ношення дорівнюють одне одному. 


КРОК 2 Знайдемо значення т, при яких перші два від- т? +т=-т+3; т? +2т-3=0; 


1 
аа (неправильно). 


1) т--8, 
1 я 1 -8 1 
Перевіримо умову - ---2 - - для кожного з отри- | 3" _ 
КРОК 3 ревір У. У ж 0 Д, р 3 9° 3 
маних значень т і зробимо висновок. 2) т=1, 


Ж т (правильно) 
1 9 і 


При т - 1 система не має розв'язків 


сосооссвовсвсвввввоввовсововововововововововввововововвовсовсовововововововововововвововсовововововововововововововововововововововог 


е 
е 


сососссссвсововвввсовсозововововсовововововог 


Зміст дії Результат дії : 
| м: 


Знайдемо значення т, при яких система має без- 


КРОК 1 |. о о з сво аа в 
ліч розв'язків. Використаємо умову = =-+,. њ-3 т 9 
| позна вацннни ій ік асо п с ИА 
ә й є 5 1 т, 2 
КРОК 2 Знайдемо значення т із рівності будь-яких двох  - --з ЕГО т" «9, 
т - 


відношень, наприклад другого й третього. 
отже, ту 2-8 або т, =3 


Ееее ПЕРРО УР нее рсеанваа газраа сне тиге зева тева статева сево неженате ьо анаа ВЫТе совт еевва нета виие ена наое танае зоа реест ева роаеаео арн р ковена не занае санан агент аоиа звене вает ьностетБЫЛоаае саат аваари - 
. 


1 
1) При т-3 вираз ы не існує 
БЕ 
Перевіримо, при якому з отриманих значень т 2) При т = -8 
КРОК З перші два відношення (або перше й третє) до- т+1 _ 1 2 о 1 ббдаратено): Н 
рівнюють одне одному. т-3 т -6 -3 : 


При то-8 система має безліч: 
розв'язків " 


оосссссовсоввсвовсовововововововсовввсовсововсвовсвсовсовсввововововововсовововсововссввовсовссввсвсвовсвсовсоввсвсововововвосовсосвовововосвсовововогог 


Відповідь: 1) єдиний розв'язок при т+-3 та т +1; 2) немає 


о ЗА -. | розв'язків при т =1; 3) безліч розв'язків при т = 8. 
д Ь Ы 
- з —1. зо єдиний : 
а. бо розв'язок; : С ТРЕНУЄМОСЯ 
5 г обі. сеї НЕМАЕ | Ө Знайдіть значення т, при яких система рівнянь має єдиний 
а 0 @ розв'язків; : розв'язок; не має розв'язків; має безліч розв'язків: 
: уе аа тх+(2т-1)у=2, 
і а ы а 1) тх-8у = 5, 4) х-у=т, ) ( )у 
СЕС Зо оо зо бевин 2х+8у=-5 -х+у= 8; 2х+(т+1)у=т+3; 
: а 5 е розв'язків : 
СООРОНО ИИИ " 2) (Х-4493, 00 ву [тх+18у=6, тх+(2-т)у=-2, 
2х+ту = 8 х-бу=т+1; х+ту= т. 


з Розв'яжіть графічним способом систему рівнянь: 


у-4= х, ху-8, х?+у?=4 
1 3 5 ў 
| 2 2=у; е о 


2) х? +у? -9, 4) х? +4=у-4х, 6) ро 
у-9= х; х-у=-4; у+2х = 0. 


2 Розв'яжіть аналітичним способом систему рівнянь: 


Системи квадратних рівнянь із 

багатьма змінними застосовують 

у сучасній асиметричній крипто- 
2 З 2 2 

й 2 4Ах"-дЗу"--а2 

графії. Щоб обчислити ключ, слід І ач -16, а ра уд -їб. у А 


розв'язати систему рівнянь. Зі 2 РЕНО 
х'-хучу" «13; 


співвідношення кількості змінних 3 
і кількості рівнянь роблять висно- х+3)(у-1)=4, „229 СНР 208 
вок щодо надійності системи. 2) р з М 4) ве >} Е 6) «й Рі Ка 0 і 


з) Розв'яжіть аналітичним способом систему рівнянь: А 


х ПРИГАДАЙТЕ! 
х+у=5, х+у-—=5, и ии З 
СИ А 3) | ку) Е Р а?-ь8-(а-)(а? +аь+ь?) 
—+—=—; х(х+у БЕ" 2 й М 
иа у | 6; бх-у 2-8; а? + «(ач (а? -аб--ь?) 
: 2 2 2 
у-х 8, бос ВС і (а-ь) за" -дарбчь Е 
2) Е Б 4) у 6) 4х У е ереен зове дее оен нее ваен й 
-1,9; бх 2 1 = 
х у ——-ху= 4; х паїв 
у рен б 
Ф Знайдіть усі розв'язки системи рівнянь: ; ПРИГАДАЙТЕ! : 
: ? Кількість розв'язків систе- : 
з 8. =, 2 2 : : 
1) Їх ви Т, 8) сд 8: з, 5) і не РИ =86, ми рівнянь дорівнює кілько- : 
Еа чав 8у-х=5; : сті точок перетину графіків : 
2) хочу 2-19, 4) ху+8х = 5, 6) 9х2 -1=бху-у?, Е ой : 
х+у=-1; Зу-ху- 4; 2хчу-а. 2 е Система рівнянь не має роз- : 


А 7 І : : в'язків, якщо графіки рівнянь : 
Ө Використовуючи графічний спосіб, знайдіть значення а, при : не перетинаються. 2 
яких система рівнянь: : 


Система рівнянь має безліч : 
2 2 І . Р Б 
х'зу" 9 озв'язків, якщо графіки : 
р " має Зрозв'язки; : Р пана : 
у= х За : або частини графіків рівнянь : 
збігаються. 


2,8 
1) И с ме має 1 розв'язок; з 
за 


у=х?+а, 
|0|=5 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


=;2 
2) ва 4, має 2 розв'язки; 4) | має 4 розв'язки. 
а 


х?+у?=-1, 


1) Система рівнянь | не має розв'язків. 
х 


2 _ 
2) Система рівнянь р М М г. має безліч розв'язків. 
х'шу- 
й Алан Матісон Тюрінг (англ. А/ап 


3) Якщо точка (1,4) належить графіку функції у= /(х), то | Маїбізоп Тигіпд, 1912-1954) — 


А : . ха Т(х)єб, 4 англійський математик, логік, 
(14) є розв'язком системи рівнянь но З СРИНТОГОНХО., нибеельвежанот 
батьком інформатики, теорії 

4) Якщо х=2 — нуль функції у=/(х), то (2;0) є розв'язком | штучного інтелекту. Під час 
х+(х)=2, Другої світової війни Тюрінг 


брав участь у зламуванні ні- 


системи рівнянь | й 


у -ха-а. мецьких шифрів, що застосо- 

5) Якщо графік функції у= /(х) розташований лише в другій вувалися в шифрувальній ма- 

у - (ж) шині «Енігма». Найпрестижніша 

координатній чверті, то система рівнянь " не має нагорода в галузі інформатики 
ху = 


розв'язків. має назву «Премія Тюрінга». 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


й Готуємося до ДПА 


САМОСТІЙНА РОБОТА Мо 10 


Ф Яка з наведених пар чисел є розв'язком си- 


стеми рівнянь ре, 
А Б В г 
(5 4) (5-4) (-4;1) (4;1) 


• 
соссооововсвовововвввсвовововвввововвввовововввввсвововововог 


б У рівнянні а Иа зроблено заміну Хр, 
У х У 
Яке рівняння одержали? 


ооососсоссвоввовововввввввовововввввововововввсвсввовововогво 


А Б В Г 
+24 +254 1+8=4 1+—=4 
й А =2х, 
Ө Розв'яжіть систему рівнянь ам 
+у = 5. 
А Б В Г 
(2;1), (02), (12), (02), 
(-2; -1) (0-2) (-1;2) (-1; -2) 


ө Знайдіть значення т, при якому система 


: тх+у = 5, : с : 
рівнянь має безліч розв'язків. 
2х+у=5 
А Б В Г 
Таких значень 


не існує 


рівнянь х+у=1, має єдиний розв’язок 
Зх+ту= 2 А 
А Б В Г 
т + — т + — т+ 2 т #8 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


(6) Використовуючи графік рівняння х? + уг =4 
(рис. 7), установіть відповідність між си- 
стемою рівнянь (1-3) та кількістю її роз- 
в'язків (А-Т). 


УЛ 
> 
х 
Рис. 7 
х?+у?=4 
1 у =%, А Жодного 
у= х 
а 
2 е К =4 Б Один 
у= х +8 
22 
хг +у =4, 
3 В Два 
и 
г Більше 
ніж два 


@ На рис. 8 у прямокутній системі координат 
зображено схеми маршрутів двох круїзних 
океанських лайнерів. Маршрути є графі- 
ками рівнянь х-у=2 1 х? -9х-у=2. Ви- 
значте координати точок перетину цих 
маршрутів. 


Рис. 8 


х?+ху=-7, 


Ө Розв'яжіть систему рівнянь 4, 
уг + ху = 56. 


ЗАДАЧА «ТУРИСТСЬКІ МАРШРУТИ» 


На рис. 9 зображено схеми двох туристських маршрутів у пря- 
мокутній системі координат. Маршрути описуються рівняннями 


х+4у-у? =8 і у-х=1. Маршрут А має вигляд параболи, а марш- 
рут В - прямої. У точках М і МУ перетину цих маршрутів запла- 
новано відпочинок. 


Ф Визначте координати точок М і МУ. 


Ө Який маршрут проходить через населений пункт, розташова- 
ний в точці (0;3)? 


ө Дві групи туристів, що рухаються за маршрутами А і В, зу- 
стрілися в точці М на відпочинку, а потім одночасно вирушили 
в напрямку точки М. За яким маршрутом рухається група, 
яка прийде в точку М раніше, якщо швидкості руху обох груп 
однакові? Відповідь поясніть. 


Ф На рис. 10 зображено графік рівняння х? + у? -2. Скористай- 
теся цим графіком і розв'яжіть графічним способом систему 


х?+у? =2, 


рівнянь 
х+у=0. 


є» Розв'яжіть графічним способом систему рівнянь: 


= З =—2 у-9=х(х-6) 
1 у 1 (х+2) , 9 , 3 , 
рг. у= х? +2х+1; ) Ух-8-угсб. 


ө Розв'яжіть систему рівнянь: 


2 Е о 
1) е н 3) х"-хуг-т, 
х"-8ху-18; у -ху-42; 
2 1 2 ве 
2) з =ху=4, 4) Е +2ху = 8, 
бх+ху+9= 0; уг +4ху = –3 


@ Розв'яжіть систему рівнянь: 


х у Е 
2+2=2, — У, 

ју х 3) у х-8у 
2х-5у=18; (2 -1)(у- 2)-8; 
Зх-у Х 2, а Е а 

2) х Зх-у 4) 4 у-х 2х+у 
5ху=160; 9х? -Ту? =100 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У 2014 р. лауреатами Нобе- 
лівської премії з фізіології або 
медицини стали нейрофізіолог 
Джон О"Кіф та психологи Ед- 
вард Мозер і Мей-Брітт Мозер, 
які відкрили просторові клітини 
мозку, що відповідають за систе- 
му орієнтування в просторі -- так 
звану «внутрішню СР». 


«ИТТИ 5 


УА 


Рис. 10 


«ИТТИ С 


«ИТТЕ 5 


Э ә) 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Координати місцезнаходження 
людини можна визначити за її 
мобільним телефоном. Коли 
надходить такий запит, усі базо- 
ві станції, на яких реєструється 
телефон, за певними алгорит- 
мами визначають відстань між 
своєю антеною та антеною те- 
лефону, утворюючи круг або 
сектор круга, у якому може 
перебувати абонент. Перетин 
цих кругів (дуг) дає приблизні 
координати абонента. 


ШЕЕ 19“ 
ТО ВЕ $5МАРТ 


Радимо прочитати 


книжку Жуана Гомеса «Мате- 
матики, шпигуни та хакери. Ко- 
дування та криптографія» (т. 2 
багатотомного зібрання «Світ 
математики»). 


Ця книжка допоможе поринути 
у світ кодування та шифруван- 
ня, дізнатися історію секретних 
шифрів з точки зору математики. 


(5) Знайдіть значення т, при яких система рівнянь має єдиний 
розв'язок; не має розв'язків; має безліч розв'язків: 


1) 2х-ту = 4, 3) 5х+8у= т+3, 
х-5у = 2; тх-бу-14; 

2) х-2у=-1, ) тх+у= т+6, 
-х+2у=т; (т+2)х+ту=16. 


Бонусні завдання 


(6 Знайдіть значення а, при яких система рівнянь має три 
розв'язки; два розв'язки; один розв'язок; чотири розв'язки: 


х?+у?=4; 


Е у-||+а. 


2) 
у-х =а; 


Ө Зобразіть на числовій прямій множину розв'язків системи 
(тх -у)(ду-5)-0, 


РІВНЯНЬ (2. уз 5/(2у-5)-0. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Розв'яжіть задачу. 


1) Сума двох натуральних чисел хі у дорівнює 7, а їх добуток 
дорівнює 10. Знайдіть ці числа. 


2) Довжина та ширина прямокутної ділянки дорівнюють х см 
та у см відповідно. Периметр цієї ділянки становить 16 см, 
а площа — 12 см?. Знайдіть хі у. 

3) Перша бригада виконує виробниче завдання за х год, а дру- 
га -- за у год. Друга бригада, працюючи самостійно, ви- 
конує це завдання на 16 год довше, ніж перша. Працюючи 
разом, дві бригади виконують те саме завдання за б год. 
Знайдіть хіу. 

4) Два автомобілі виїхали одночасно назустріч один одному 
з міст А і В, відстань між якими становить 280 км. Швид- 
кість першого автомобіля дорівнює х км/год, другого -- 
у км/год. Через 2 год автомобілі зустрілися і, не зупиняю- 
чись, продовжили рух із тією самою швидкістю. Перший 
автомобіль прибув до міста В на 1 год 10 хв пізніше, ніж 
другий -- до міста А. Знайдіть х і у. 


4 4 Ми можемо бачити тільки невеликий відрізок май- 
бутнього шляху, але ми бачимо, як багато ще належить 


зробити. 99 


Алан Тюрінг 


Ви розв'язували системи рівнянь із двома змінними, а також задачі за допомо- 
ВЧОРА гою квадратних і дробово-раціональних рівнянь 
и навчитеся розв'язувати задачі на арифметичні співвідношення між об'єктами, на 
В розв'язу д риф д 6" 
СЬОГОДНІ рух, сумісну роботу та інші за допомогою систем двох рівнянь із двома змінними 
ЗАВЖДИ | Ви зможете складати математичні моделі реальних життєвих ситуацій 


Учні запитали вчителя математики: «Коли народився Льюїс 
Керролл?». На це запитання вчитель відповів так: «Льюїс Кер- 
ролл, англійський письменник, математик, автор книжки «Аліса 
в Країні Див», народився в перший місяць 1832 року. День його 
народження виражається двоцифровим числом, у якого цифра 
десятків на 5 менша від цифри одиниць. Сума квадратів цифр 
цього числа дорівнює 53». У який день народився Льюїс Керролл? 


Коментар до розв'язання 

Нехай а -- кількість десятків, Р — кількість одиниць шука- 
ного числа. Тоді за умовою маємо: Р-а=5, а? +6? - 58. Отже, за- 
дача зводиться до розв'язання системи двох рівнянь, одне з яких 
лінійне, а інше -- рівняння другого степеня (найбільший степінь 
одночлена, що входить до рівняння, дорівнює 2). Розв'язання ак- 
туальної задачі див. в інтернет-підтримці підручника. 


У курсі алгебри 7-8 класів ви розв'язували текстові задачі за 
допомогою лінійних, квадратних, дробово-раціональних рівнянь 
та систем лінійних рівнянь. У 8 класі ви познайомилися з алго- 
ритмом розв'язування текстової задачі за допомогою рівняння. 
Аналогічний алгоритм застосовують і для розв'язування текстових 
задач за допомогою системи рівнянь. 


Алгоритм розв'язування текстової задачі 
за допомогою системи рівнянь 
Проаналізувати умову задачі (основні величини, зв'язки 
між ними, вимоги задачі). 
Створити математичну модель (у вигляді таблиці, рисунка, 


тексту тощо). 

Скласти систему рівнянь до задачі. 

Розв'язати отриману систему рівнянь. 

Проаналізувати отримані результати з огляду на умову задачі. 
Записати відповідь. 


4 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 
«Твій учитель -- це не той, 
хто тебе вчить, а той, у кого 
вчишся ти». Ці слова належать 
американському письменнику 
та філософу Річарду Баху. 


Згадку про вчителя ми зна- 
ходимо ще в давньокитай- 
ського філософа Конфуція, 
який говорив, що основним 
завданням учителя є вміння 
відкривати нові знання учневі. 


5 жовтня -- Всесвітній день 
учителів, який відзначають 
майже у 100 країнах світу. 


умови задачі 
ліз розв'язків системи 


мі 


в'язування 


(ловити ЩО 


сососововововвовсововсовововогог 
. 


. 


" Алгоритм розв'язування 
с задачі за допомогою 
системи рівнянь 


Аналіз умови задачі 


= ПРИКЛАД 1 


Сума двох чисел дорівнює 24, а різниця їх квадратів — 48. 
Знайдіть ці числа. 


Розв'язання 


а Аналізуємо умову задачі 


: у $ Основні величини: два числа, над якими виконуються певні дії. 
: Математична модель задачі : Аналіз дій, які виконуються над числами: якщо позначити 
: у : перше число через х, а друге — через у, то їх сума дорівнюватиме 
: ; - А 7 2 2 
: Система рівнянь : х+у, а різниця квадратів х"-у". 
: у : . 
і А и Б б Створюємо математичну модель задачі 
: Розв'язування системи рівнянь : не 
: у : За умовою х-у-24, х - у" - 48, причому обидві рівності ви- 
: Аналіз отриманих результатів : о конуються одночасно. Тому потрібно скласти систему рівнянь. 
: ВІ =“ в) Складаємо систему рівнянь 
: Відповідь : х+у= 24, 
У АИРИ х? у? = 48. 

4 Розв'язуємо отриману систему рівнянь 
7 Крок Зміст дії Результат дії : 
: БАН ЕНН БЕН БЕЛА ЕН ЛЕН 
: Розкладемо ліву частину другого рівняння на |х+у=24, х+у=24, : 
КРОК 1 множники. У друге рівняння підставимо х-у-24 (х-уД(х у) - 48; х-у=2 : 
: і запишемо рівносильну систему рівнянь. : 
МИИ НО Р НТ ? 
: : . . | 2х=26; : 
|КРОК2 Додамо почленно обидва рівняння системи і знай- : 
: демо значення х. х=18 : 
Е а ; у=24-х; : 
: найдемо значення у, наприклад, із першого рів- : 
| КРОК З Д у, наприклад, р р у= 924-18; : 
з няння системи. . 
: у=11 Р 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Число називають числом Сміта, 
якщо сума його цифр дорівнює 
сумі цифр розкладу цього чис- 
ла на прості множники. Напри- 
клад: 4937 775=8:5:5:65887. 
Сума цифр числа і сума цифр 
розкладу становить 42. Числа 
Сміта: 4, 22, 27... Кількість чи- 
сел Сміта є нескінченною. 


• 
сссосоововсоввововвововвововвововввввовсвоввввововввввввсовововввовововввсвовововввовсоовововвовсовсвоввовововввовововововввововогог 


Ө Аналізуємо отримані результати з огляду на умову задачі, 
записуємо відповідь 
Шукані числа можуть бути довільними, отже, знайдені числа 
задовольняють умову задачі. 


Відповідь: 11 1 18. 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


Розв'яжіть задачу. 

1) Сума двох чисел дорівнює 12, а їх добуток -- 35. Складіть 
систему рівнянь для визначення цих чисел і знайдіть їх. 

2) Різниця чисел х і у дорівнює 2, а їх добуток — 48. Запишіть 
систему рівнянь для визначення х і у та розв'яжіть її. 


3) Сума двох натуральних чисел дорівнює 9, а сума їх квадра- 
тів на 39 більша за їх добуток. Складіть систему рівнянь 
для визначення цих чисел і знайдіть їх. 

4) Периметр прямокутного трикутника дорівнює 30 см, а дов- 
жина його гіпотенузи дорівнює 18 см. 

а) Складіть систему рівнянь для визначення довжин кате- 
тів трикутника та знайдіть їх. 
б) Знайдіть площу трикутника. 


8 ПРИКЛАД 2 


На двох фуршетних столах рядами викладено по 260 кана- 
пе (маленьких бутербродів). На другому столі кількість рядів 
на З менша, а кількість канапе у кожному ряді на 6 більша, ніж 
на першому столі. Визначте кількість рядів і кількість канапе 
в кожному ряді на першому столі. 


Розв'язання 


є Аналізуємо умову задачі 

Основні величини: кількість канапе в одному ряді на кожному 
столі; кількість рядів канапе на кожному столі; загальна кількість 
канапе на кожному столі. 

Аналіз кількості канапе в одному ряді: це невідомі величини, 
пов'язані певними умовами. Позначимо кількість канапе в одному 
ряді на першому столі через х. Тоді кількість канапе в одному ряді 
на другому столі х+6. 

Аналіз кількості рядів канапе: це також невідомі величини, 
пов'язані певними умовами. Позначимо кількість рядів на пер- 
шому столі через у. Тоді кількість рядів на другому столі у-8. 

Аналіз загальної кількості канапе на кожному столі: щоб 
знайти цю величину, потрібно помножити кількість канапе в од- 
ному ряді на кількість рядів. За умовою цей добуток для кожного 
із столів дорівнює 260. 


(2) Створюємо математичну модель задачі у вигляді таблиці 


сососсовссвоввовсовввововвввсвввввввовововововововввовововзовововсвововововововогвов 
• 


" Фуршетний Кількість канапе Кількість Кількість канапе : 
: стіл в одному ряді рядів на столі : 
2 пит 
: І х у ху : 
- П х+6 у=8 (х-6)(у-8) : 


з Складаємо систему рівнянь 
За умовою кількість канапе на кожному столі дорівнює 260. 
Складемо рівняння: ху = 260, (х -6)(у- 3) - 260. Утворимо систему 
ху = 260, 


рівнянь: 1 6)(у 3) =260. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У Середньовіччі школярі нази- 
вали теорему Піфагора «ропѕ 
аѕіпогит», що означає «ослячий 
міст». Учнів, які запам 'ятову- 
вали теорему, але не розуміли 
Тї, називали віслюками, адже 
вони не могли перейти через 
міст — теорему Піфагора. 


С задача | З 


на арифметичне співвідно- 
шення між об'єктами 


. 
ссссосововвввовововововввсвоевовоо 


. 


обов 
. 
оооооов е 0! 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


 —— 
Ҹ 


Кейтеринг (від англ. саїег — 
«поставляти провізію») -- га- 
лузь громадського харчування, 
пов'язана з наданням послуг на 
віддалених точках і обслугову- 
ванням різноманітних заходів. 
Різновидами кейтерингу, зо- 
крема, є фуршет, кава-брейк, 
пікнік, барбекю, банкет тощо. 
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ө Розв'язуємо отриману систему рівнянь 


ооссосссовововсвовввввовововвовововововововововововововсовововововововововововововововововововововоевовововововововововововововово 
. . 


Крок Зміст дії Результат дії 


Розкриємо дужки в другому 
КРОК 1 рівнянні, замінимо ху на 260 
та спростимо друге рівняння. 


КРОК 2 Розв'яжемо отриману систему 
способом підстановки. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Ј 


Міжнародний чемпіонат мате- 
матичних і логічних ігор дуже по- 
пулярний у світі. Його проводить 
Французька федерація матема- 
тичних і логічних ігор (Іа Ееае- 
гайоп Егапсаіѕе сіеѕ Јеих Мае- 
таїіаиеѕ, сайт үүүүүү.ЇЙјт.ого). 


Щороку в чемпіонаті беруть 
участь дорослі й діти більше 
ніж із 20 країн: учні 1—11 класів, 
студенти, аспіранти, спеціалі- 
сти будь-якого віку. Учасни- 
кам пропонують низку твор- 
чих нестандартних задач, за 
результатами розв'язання яких 
визначаються переможці. 


У 2015 р. на чемпіонаті в Па- 
рижі 2-ге місце у своїй віковій 
групі посів учень 4 класу Харків- 
ського НВК № 45 «Академічна 
гімназія» Володимир Чуб. 


ГЕННШЕШЕНИНЕНЕНЕННЕНИЦЫШНИНЫИНИНИНИИННИННЕ 
ху=260, ху=260, 
ху-3х+6у-18=260; |260-3х+6/=260+18; 


= 


ху=260, ова 


оооововово босоооевововеововоое 


бу-8х=18; |2у-х=6 

ху=260, Е 

р (2у-6)у=260; 

у?-3у—130=0; у, -13, у, «-10 Р 


Ө Аналізуємо отримані результати з огляду на умову задачі, 
записуємо відповідь 


Оскільки у — кількість рядів канапе, то від'ємний корінь 
уз --10 не задовольняє умову задачі. Шукана кількість рядів 
канапе на першому столі у; - 18. Тоді кількість канапе у кожному 
ряді на першому столі 260:18-20 (канапе). 

Відповідь: 13 рядів по 20 канапе. 


Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 


Розв'яжіть задачу. 

1) Аудиторія містила х рядів по у місць у кожному. Під час 
реконструкції до кожного ряду додали по одному місцю, 
і загальна кількість місць в аудиторії збільшилася від 40 до 
48. Запишіть систему рівнянь для визначення х і у. Знай- 
діть хіу. 

2) Площа прямокутника дорівнює 36 см?. Якщо його ширину 
зменшити на 1 см, а довжину збільшити на 1 см, то його 
площа дорівнюватиме 30 см?. Складіть систему рівнянь для 
визначення ширини і довжини прямокутника та знайдіть їх. 


8) У першому будинку 36 квартир, а в другому — 50. У дру- 
гому будинку поверхів на 2 менше, а квартир на кожному 
поверсі на 2 більше, ніж у першому будинку. Знайдіть кіль- 
кість поверхів у кожному будинку та кількість квартир на 
кожному поверсі. 

4) Для проведення відбіркового туру з розв'язання логічних 
задач підготували 400 аркушів паперу. Кожний учасник 
мав одержати однакову кількість аркушів для написання 
роботи. Оскільки 20 учасників не з'явилися, то кожному 
учаснику видали на 1 аркуш більше, ніж планувалося. 


а) Скільки учасників прийшли на відбірковий тур? 


б) Скільки аркушів планували видавати кожному учаснику? 


8 ПРИКЛАД З 


Протягом вихідних днів до інтернет-магазину надійшло 72 за- 
мовлення. Менеджери Андрій і Максим упродовж понеділка мають 
їх опрацювати. Відомо, що за той самий час Андрій опрацьовує 
6 замовлень, а Максим — 5 замовлень. Скільки замовлень опра- 
цьовує за 1 год кожний менеджер, якщо всі замовлення Андрій 
може опрацювати на 1,5 год швидше, ніж Максим? 


Розв'язання 
@9 Аналізуємо умову задачі 
Основні величини: 


• швидкість опрацювання замовлень Андрієм (замовлень /год); 
• швидкість опрацювання замовлень Максимом (замовлень /год). 


Аналіз швидкості опрацювання замовлень (замовлень /год). 
Нехай юу — швидкість опрацювання замовлень Андрієм, а о, — 
Максимом. Тоді час, протягом якого одне замовлення виконує 


е : 1 1 
Андрій, дорівнює -- год, Максим — — год. 
0 о 


2 Створюємо математичну модель задачі у вигляді таблиці 


кількість замовлень 


час опрацювання замовлень - = 
швидкість опрацювання 


замовлень 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


атадоп сот 
9 


Перший інтернет-магазин 
Атағоп.сот заснував бізнес- 
мен Джеффрі Безос у 1994 р. 
Спочатку на сайті продавалися 
лише книжки, згодом — аудіо- 
та відеопродукція тощо. 


Назва Атағоп походить від на- 
зви найбільшої у світі річки — 
Амазонки, а Дж. Безос мріяв 
створити найбільший у світі ма- 
газин. Крім того, назва сайта, 
що починається літерою «А», 
потраплятиме у верхню частину 
алфавітного переліку ресурсів. 


ооссссссвовввсвсвоввсоввввсвсовввововововововсовсовсовсвовсовововссвсвовсвоввсвовсвсовововсовсвсовововсовсввсвовсовсоввсовсововсосвсовсвсовсосвосвссовогогог 
. 


Час опрацювання замовлень 


Швидкість опрацю- 
вання замовлень 


Андрій 


сососововсвввововог 


Максим 


сососовово 


Загальна кількість 
замовлень 


72 замовлення 


п замовлень 


72 


89 Складаємо систему рівнянь 


. та 72 
За умовою задачі величина --- більша за величину — на 1,5. 


0 01 
. 72 12 Р 6 А 
Складемо рівняння: - - – —— =1,5. За умовою задачі величини — : 
о Шш 01 ; 
. Б . зо Р 6 5 : 
і--- дорівнюють одна одній. Складемо рівняння: — = —. , 
0» 0 02 5 
72 72 : 
=== Т, 5, 5 
: о ш й 
Маємо систему рівнянь: 5 : 
о 09 


72 


--, на 1,5 год більше, ніж 


02 


. 
сссосссссвсввввввоввсовововсвовововсввсвсвсвовввввовсововввссвсовсововововововововсововововсовововововсвовссввоввовсвсввссввввссвсввововвосово 


ооосссововвсововсвсововововового 
. 


"7 | ПРИГАДАЙТЕ! 


» графічний спосіб 
• спосіб підстановки 


спосіб алгебраїчного 
додавання 


• метод заміни змінних 


. . 
. • 
соссссосссвсвсвововововововововововог 


сосососсссвсвввввввсвсвсвововововововвого 


ооссссовововсвсвсвсвовововововововввсвовововововссвсововссвовововововововововововсовововововововововововововововсововововововоевововового 
. 


Результат дії 


Ө Розв'язуємо отриману систему рівнянь 


7 Крок Зміст дії 

Використаємо спосіб підстановки. Виразимо 

КРОК 1 з другого рівняння системи о; через о, під- 
ставимо отриманий вираз у перше рівняння 
Винесемо 12 за дужки та розв'яжемо отри 

КРОК 2 в Б К 
мане рівняння. 

КРОК З знайдемо о). 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Втрати тепла в будинку 


Стіни (до 33%) Дах (до 12%) 


Вентиляція (до 20%) 


Вікна, двері (до 23%) 


«Теплий дім» — ресурс, який 
містить інформацію щодо під- 
вищення енергоефективності 
в наших житлових будинках. На 
цьому ресурсі можна: 


• дізнатися про енергоефектив- 
ні технології, обладнання; 


» скористатися Калькулятором 
енергозбереження для об- 
числення обсягу заощаджень 
від енергоефективних заходів 
у своєму будинку: 
умму .#еріуаіт. сот.иа/ик / 
епегду заміпд саїсиіаїог.Біт 


©) Аналізуємо отримані результати з огляду на умову задачі, 
записуємо відповідь 


Шукані числа мають бути додатними, отже, знайдені числа 
задовольняють умову задачі. 


Відповідь: 9,6 1 8 замовлень за годину. 


0, ТРЕНУЄМОСЯ 


1) 


2) 


3) 


4) 


Розв'яжіть задачу. 


Дві бригади, що здійснюють роботи з утеплення фасадів, 
працюючи разом, виконують усе завдання за б год. За 
скільки годин може виконати це завдання кожна бригада, 
працюючи самостійно, якщо одній бригаді на це потрібно 
на 5 год більше, ніж іншій бригаді? 

Перший менеджер має оформити 30 замовлень, а другий -- 
56 таких самих замовлень. Перший менеджер оформлював 
щогодини на 2 замовлення більше, ніж другий, а закінчив 
свою роботу на 1 год пізніше, ніж другий. Скільки замов- 
лень оформлював кожний менеджер щогодини? 


Кожна з двох бригад має оновити інформацію на 24 біг- 

бордах. Перша бригада щогодини оновлювала х бігбордів, 

друга бригада — у бігбордів. Відомо, що перша бригада що- 
години встигала оновити на 1 бігборд більше, ніж друга, 

і закінчила роботу на 2 год раніше від неї. Запишіть си- 

стему рівнянь для визначення х і у. Знайдіть хі у. 

На першому друкарському верстаті можна виконати всю 

роботу на З год швидше, ніж на другому. Якщо на першо- 

му верстаті працювати лише 4 год, а потім виконувати за- 
вдання лише на другому верстаті, то знадобиться ще З год, 
щоб закінчити все завдання. 

а) Нехай усе завдання можна виконати на першому вер- 
статі за х год, на другому - за у год. Запишіть систему 
рівнянь для визначення х і у. 

б) Знайдіть хіу. 


Біпенклада на 


Відстань між ролердромом і тенісним кортом 700 м. Зоя ви- ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
рушила з корту до ролердрому, а через З хв після цього з ролер- - в 
дрому до корту пішов Юрій, який зустрівся із Зоєю через З хв 
після свого виходу. Відстань між ролердромом і кортом Зоя долає 
на 2,1 хв швидше, ніж Юрій. Знайдіть швидкість Зої. 


Розв'язання 


- Аналізуємо умову задачі Ролердром -- майданчик для 


Основні величини: швидкість руху З0ї; швидкість руху Юрія. катання на роликах, який має 
всі необхідні пристосування. На 
1 ролердромі кожен може проде- 
• час руху Юрія до зустрічі із Зоєю - 8 хв = —— год; монструвати свою майстерність, 
29 а також взяти участь у змаганнях 
із ролерного спорту. 


Аналіз руху Зої та Юрія: 


• час руху Зої до виходу Юрія — 8 хв; 
• час руху Зої до зустрічі з Юрієм — 6 хв = = год; А 
10 Ролерспорт поділяється на гру- 
• відстань, яку Зоя та Юрій пройшли разом до зустрічі — пи за видом роликових ковзанів 
700 м = 0,7 км. і складається з більше ніж десят- 
ка різних підвидів (фристайл, сла- 


Оскільки швидкість руху Зої є невідомою і шуканою, то її ! і | 
лом, спідскейтинг, стріт тощо). 


доцільно позначити змінною х. Тоді швидкість руху Юрія позна- 
чимо змінною у. 


ө Створюємо математичну модель задачі у вигляді таблиці 


Відстань між Швидкість 


: ра РЕ Відстань, пройдена : 
: ролердромом руху, Час подолання всієї дистанції, год б : 
9 Ў до зустрічі, км 1 
е і кортом, км км/год : 
: йти 2С 
: 0,7 Т . : 
: Зоя 0.7 х , на 2,1 хв | —— год | менше, ніж 1 : 
: ? х 200 х : 
: 10 : 
е ИИИНИН ОООО 0,7 : 
: Ме 0,7 1 а ч 
5 Юрій 0,7 у т 20 Е 


. 
сососссвсоввсвввововсовововввовововсвсвововововввовсовововвовововововсвсвововввсвсовсоввввсвсввсововввовсовоссвввовсовововсововововввововововог 


2 Складаємо систему рівнянь 


7 ПРИГАДАЙТЕ! 

71) Розв'язуючи задачі за до- 
помогою рівнянь, ви маєте 
знайти не просто корені рів- 
няння, а розв'язок задачі. 
Тому важливо пам'ятати, що 


Відстані, що пройшли Зоя та Юрій до зустрічі, складають ра- 
зом усю відстань між кортом і ролердромом, яка за умовою дорів- 


Р 1 1 : 
нює 0,7 км. Складемо рівняння: АЕТ: = 0,7. За умовою задачі 


2 


0,7 : 
величина —— менша від величини 


на Е Складемо рів- 
200 


х У 
саме є шуканим у задачі. 
1 1 : 
—-х+——у= 0,7, 2) Значення коренів можуть 
0,7 0,7 т . 10 20 А 
няння: -—— = . Маємо систему рівнянь: задовольняти ОДЗ рівняння, але 
у х 200 0,7 0,7 т 


соососвововововоовововвовоє 


1 не задовольняти умову задачі. 
у х 200 . з 


. е 
сосссссововсвсвсвовсововововововововог 


оооевоооевввоововововвоввововвовевоооевоооеовеосовое 
. 


оосссссоововсвовввововввввовввввввовововоо 
. 


Ө Розв'язуємо отриману систему рівнянь 


оосссоовзововввввововововввововововововововвовововввввовововововововвввсвввововооо 


Крок Зміст дії Результат дії : 
ЕЕЕ ЕНЕНЕ 
Спростимо кожне з рівнянь системи: обидві |2х+у=14, 2х+у=14, : 
КРОК 1 частини першого рівняння помножимо на 20, т т _ Т ет. 1 1 _ 1 : 
а другого — на 10. у х 20 ' у х 20 : 
» Й й у=14-2х, 
КРОК 2 Розв'яжемо систему рівнянь способом під- 1 1 1 


становки. = 
14-2х х 20 

20х-20(14-2х)– х(14 2х) о; : 

Розв'яжемо друге рівняння системи 20х(14-2х) =: 

КРОК З 58 =0 як дробово-раціональне 2 - 

1425 х 20 др ран х? +28х-140=0, : 

рівняння. х +0, ху=5, Хә=-28 : 


сососссвовсоввовововововововвввсоввсвввввосово 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• У селі Путрівка Васильківсько- |> 


го району Київської області 
1 вересня 2016 р. відкрилася 
«Школа майбутнього», яка 
більше нагадує сучасний арт- 
простір. 


° Найбільшу кількість учнів 
у школі було зафіксовано 
у 2003/2004 навчальному 
році в одному з міст Індії, 


у якому цього року до міської 


школи Монтессорі зарахували 
27911 учнів. 


• Найдовший у світі урок три- 
вав 54 години. Це була лек- 
ція з біології для 26 студентів 


однієї з вищих шкіл Австралії 


у квітні 2003 р. 


. 
. 


хат; 


ооссссосвввоввовсвовсвввововсвововововововововввовововввововововововововововоевововог 


Ө Аналізуємо отримані результати з огляду на умову задачі, 
записуємо відповідь 
Оскільки х — швидкість руху Зої, то від'ємний корінь х, = -28 
не задовольняє умову. Отже, х=5, шукана швидкість 5 км/год. 


Відповідь: 5 км/год. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


Розв'яжіть задачу. 

1) Відстань від будинку Галини до школи дорівнює 5 км. Піш- 
ки Галина ходить зі швидкістю х км/год, а на велосипеді 
їде зі швидкістю у км/год. За 1 год дівчина проїжджає на 
велосипеді відстань на 10 км більшу, ніж коли йде пішки. 
Відомо, що на велосипеді дівчина доїжджає від дому до 
школи на 40 хв швидше, ніж коли йде пішки. Запишіть 
систему рівнянь для визначення х і у. Знайдіть х і у. 

2) Із міст А 1 В, відстань між якими 140 км, одночасно назу- 
стріч один одному вирушили два рейсові автобуси. Через 
1 год вони зустрілись 1, не зупиняючись, продовжили рух, 
не змінюючи швидкості. Один автобус прибув до міста В 
на 35 хв раніше, ніж інший до міста А. 

а) Позначте швидкість першого автобуса, що рухався з мі- 
ста А до міста В, через х км/год, а швидкість другого 
автобуса -- через у км/год. Запишіть систему рівнянь 
для визначення х і у. 

б) Знайдіть хі у. 


3) Моторний човен рибного патруля пройшов 24 км проти те- 
чії річки та повернувся назад, витративши на весь шлях 
5 год. Наступного дня цей човен пройшов 6 км проти течії 
річки, витративши 45 хв. Знайдіть власну швидкість човна 
та швидкість течії річки. 


4) Із міста А до міста В, відстань між якими 440 км, виїхав 
автобус. Через З год після цього з міста В до міста А ви- 
їхав мотоцикліст, який зустрівся з автобусом через 1 год 
після свого виїзду. Мотоцикліст долає відстань між мі- 
стами А і В на 1 год 50 хв швидше, ніж автобус. Знайдіть 
швидкості руху автобуса та мотоцикліста, вважаючи, що 
їх швидкості були постійними. 


Ө знайдіть двоцифрове число, кількість одиниць якого на З 
більша за кількість десятків. Відомо, що добуток цього чис- 
ла і суми його цифр, зменшеної на 2, дорівнює числу, яке 
в 4 рази більше за число, що складається з таких самих цифр, 
як і шукане, але записаних у зворотному порядку. 


Ө для заповнення термального басейну використовують дві 
труби різного діаметра. Першого дня дві труби працювали 
одночасно й подали 14 м? води. Другого дня працювала тільки 
труба меншого діаметра, яка подала 14 м? води за час на 5 год 
довший, ніж першого дня. Третього дня подання води тривало 
стільки ж часу, скільки й другого дня: спочатку працювали 
дві труби, які подали разом 21 м? води, а потім працювала 
тільки труба більшого діаметра, яка подала ще 20 м? води. 
Знайдіть пропускну здатність кожної труби (у м? /год). 

До розв'язання 
Основні величини: 
• х м?/год -- пропускна здатність першої труби; 
• ум?/год — пропускна здатність другої труби; 
е (х+ у) м?/год — спільна пропускна здатність обох труб. 


об'єм басейну (м?) 
час - 


пропускна здатність труби (м/год) 


Ө Для виготовлення столових приборів майстерня використо- 
вує сплав міді та нікелю. Перший сплав містить 10% ніке- 
лю, адругий — 25 %. Скільки кілограмів другого сплаву слід 
змішати з 10 кг першого, щоб отримати сплав із 80 %-вим 
умістом міді? 

До розв'язання 

Основні величини: 
• хкг-- маса першого сплаву; 
• укг-- маса суміші першого й другого сплавів; 
• 0,1х кг — маса нікелю в першому сплаві. 


4) Під час змагань дві команди почали одночасно рухатися пря- 
мими курсами (уздовж прямої), які перетинаються під кутом 
с - 60? (див. рисунок). Перша команда рухається на квадроци- 
клах із постійною швидкістю 32 км/год, друга — на велоси- 
педах із постійною швидкістю 20 км/год. Через ї год команди 


сосососововсововсвсововововогого 
А . 


СЛІД ЗНАТИ! 


аб — двоцифрове число, 

а -- кількість десятків, Р -- 

кількість одиниць: 
ар=а:10+6. 


Ра -- двоцифрове число, 
записане тими самими циф- 
рами, але у зворотному по- 
рядку: 

раз р 10ча. 
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ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


Пропускна здатність труби -- 
об'єм води, що проходить 
через трубу за одиницю часу. 
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; СЛІД ЗНАТИ! 
"7? Маса суміші сплавів дорів- 
нює сумі мас обох складових. 


му зі сплавів дорівнює масі 
нікелю в утвореному сплаві. 


. . 
соссосоововссвововововововсововововов 


: е Сума мас нікелю в кожно- 


*. опиняться на відстані у км одна від одної, причому ця відстань 
на 36 км менша, ніж сума відстаней, що подолали команди. 
Знайдіть у. 


Теорема косинусів 


а? =? +с? –2Ъссоѕа 
До розв'язання 


Основні величини: 


еооооооевооововосоооосоео о 


с а . . 
• у-- відстань між командами через і год; 
• в, — відстань, яку подолала перша команда за 1 год; 
В • 8, — відстань, яку подолала друга команда за ї год. 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 
1) Якщо велосипедист долає 15 м за кожні З с, то його швид- 
кість дорівнює 18 км/год. 
2) Якщо одна помпа відкачує воду з резервуару за 10 хв, то 
дві такі помпи відкачають цей об'єм води за 20 хв. 


3) Якщо власна швидкість пароплава дорівнює 25 км/год, 
а швидкість течії річки — 5 км/год, то 30 км за течією 
річки пароплав пройде за 1 год. 

4) Якщо ремонтна бригада до обіду оглянула З км трамвайної 
колії, а після обіду — 6 км, то після обіду бригада виконала 
на 100 % роботи більше, ніж до обіду. 


Давид Гільберт (нім. Дауіа 
НіїБегі; 1862-1943) -- німець- 
кий математик-універсал, визна- 
ний світовий лідер математиків 
у 10-20-тих рр. ХХ ст., працю- 


тики. Чимало вчених вважали 


5) Якщо в прямокутному трикутнику сума довжин його кате- 
тів дорівнює 34 см, а сума квадратів їх довжин — 676 см?, 
то периметр цього трикутника дорівнює 60 см. 


себе учнями Гільберта, якого ЗАДАЧА «ВСТУПНІ ІСПИТИ» 
називали найчудовішим учите- Викладачі кафедри математики в коледжі розробили вступний 
лем математиків ХХ ст. тест із 30 завдань. За кожну правильну відповідь абітурієнт отри- 


мує 5 балів, за кожну неправильну — втрачає 2 бали. А за кожне 
пропущене завдання бали ні нараховуються, ні знімаються. За 
результатами тестування Назар набрав 95 балів, при цьому хло- 
пець принаймні один раз помилився. Нехай Назар дав правильну 
відповідь на х завдань, а неправильну відповідь — на у завдань. 


У 1900 р. на Міжнародному 
конгресі математиків Гільберт 
оголосив список із 23 проблем, 
які, на його думку, належало 
розв'язати у ХХ ст. 

Визначте, яку найбільшу та найменшу кількість балів може 


Сьогодні більшість цих проблем й : 
набрати абітурієнт за результатами такого тестування. 


уже розв'язано. Останньою 


проблемою зі списку Гільберта, в Виразіть через х і у: 1) кількість пропущених Назаром зав- 
яку було розв'язано, стала те- дань; 2) кількість балів, які набрав Назар за результатами 
орема Ферма. Учені не могли тестування. 


довести її понад 350 років. И . . . 
Складіть рівняння для визначення х і у. Виразіть х через у. 


Знайдіть: 1) хі у, пам'ятаючи, що хі у - натуральні числа; 
2) кількість завдань, які Назар пропустив. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 11 


У кінотеатрі х рядів, у кожному ряді 
10 місць. Скільки всього місць у кінотеатрі? 


оооссссововвввововсоввввввввовсововввоввововсвововвввововвововово 
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7 Б В г | 
: 1 : 
; 2 10х 0 х+10 : 
: 10 х . 
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Величина х більша за величину у на 6. Ви- 
разіть х через у. 


оососсссововововововввовввовсововвоввсвовсововововововововового 
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А Б В Г 


хаб 
6 


. 
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хаузб хау-б хабу 


еооооооооооеео е 


Фе Для фарбування х м? підлоги витрачається 
у л фарби. Скільки літрів фарби потрібно 
для фарбування підлоги площею 5х м?? 


осссссссовововововсовввввсвовововововсвовововововсовосвовововог 
. 
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: 5 у ." 


Ө Катер рухався проти течії річки протягом 
8 год. Яку відстань пройшов катер, якщо 
його власна швидкість дорівнює у км/год, 
а швидкість течії річки — х км/год? 


А Б В Г 


Зху З(х у) 3(у-х) 3(х- у) 


. 
оосссосововвовсоововововсвовсовввввссвссвововововововововогвогог 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


ЅАТ ЅиЫјесі Теѕї — тест із профільного пред- 
мета для вступу до вишів США. Такий тест із 
математики містить 50 запитань, на які слід 
відповісти за 1 год. Під час проходження 
цього тесту абітурієнтам не варто відгаду- 
вати відповіді, адже за неправильні відповіді 
знімаються бали. 


. 
е 


ще Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


(5) Довжина гіпотенузи прямокутного трикут- 
ника дорівнює 4 см, один із катетів на 1 см 
менший, ніж другий. Яка система рівнянь 
відповідає умові, якщо довжину меншого 
катета позначено через х см, а більшого — 
через у см? 


оооссоссвововововвсвввввввововововвввоввсвсввовввсввсвовововегого 
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А Б В Г 


х-у=1, х-у=1, у-х=1, у-х=1, 
х?+у?=4 |х? +у?=16 |х зу? з4 х? +у? =16: 


е 
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сососссвввовеог 


@) Установіть відповідність між задачами (1-3) 
і виразами (А-Г), що є розв'язками задач. 


оосссссссовсввововсвосовввовввсвсововсовововсовововововосвссввсвсвовог 
. 
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- 1 Потяг проїхав х км зі швидкістю 
у км/год. Скільки годин потяг був 
у дорозі? 


З басейну об'ємом у л викачали воду 
за х год. Скільки літрів води викачу- 
вали з басейну щогодини? 


Автобус за один рейс перевозить 
х пасажирів. Скільки пасажирів пе- 
ревіз автобус, здійснивши у рейсів? 


А Б В Г 


У ж хау ху 


х у 
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Ө Різниця чисел хі у дорівнює 5, а їх добуток 
дорівнює 14. 

1) Запишіть систему рівнянь для визначен- 
ня хта у. 


2) Розв'яжіть систему. 
Ф Два дизайнери, працюючи разом, виконують 


1 
завдання за М год. Одному дизайнеру на 


виконання цього завдання потрібно на 1 год 
більше, ніж іншому. За скільки годин може 
виконати завдання кожен дизайнер, працю- 
ючи самостійно? 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Математичне моделювання по- 
чали застосовувати у спорті ще 
в 50-х роках ХХ ст. Зараз у цій 
галузі працюють математики, 
інформатики й фізики різних 
спеціалізацій. 


За даними спортсмена у стані 
спокою складають рівняння, за 
якими розраховують потрібні 
параметри при фізичному на- 
вантаженні. На основі цих мо- 
делей розробляють оптимальні 
стратегії тренувань. 


| Див. приклади 1, 2 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ |" 


У 2015 р. механіко-математич- 
ний факультет Київського на- 
ціонального університету імені 
Тараса Шевченка відзначив 
свою 75-ту річницю. Факультет 
готує фахівців зі спеціальностей 
«математика», «статистика», 
«механіка» і щорічно проводить 
олімпіади для абітурієнтів. 


Дізнайтеся більше: 
тесітаї.ипім.Кіем.ца 


Розв'яжіть задачу за допомогою системи рівнянь. 


1) Сума двох чисел дорівнює 10, а їх добуток — 16. Знайдіть 
ці числа. 

2) Різниця чисел хі у дорівнює 4, а їх добуток — 45. Знайдіть 
ці числа. 

8) Різниця двох натуральних чисел дорівнює 8, а сума їх ква- 
дратів на 97 більша за їх добуток. Знайдіть ці числа. 

4) Периметр прямокутного трикутника дорівнює 40 см, а дов- 
жина його гіпотенузи — 17 см. Знайдіть довжини катетів. 
Визначте площу трикутника. 


Розв'яжіть задачу за допомогою системи рівнянь. 

1) Зал для проведення конференцій містив х рядів по у місць 
у кожному. Під час реконструкції до кожного ряду додали 
2 місця, і загальна кількість місць у залі збільшилася від 
54 до 72. Знайдіть хі у. 

2) Площа прямокутника дорівнює 40 см?. Якщо його ширину 
зменшити на 2 см, а довжину збільшити на 2 см, то його 
площа дорівнюватиме 30 см?. Знайдіть ширину й довжину 
прямокутника. 

8) У першому будинку 128 квартир, ав другому — 120. У дру- 
гому будинку поверхів на 4 більше, а квартир на кожному 
поверсі на 2 менше, ніж у першому будинку. Знайдіть кіль- 
кість поверхів у кожному будинку та кількість квартир на 
кожному поверсі. 

4) Для проведення колоквіуму з вищої математики підготу- 
вали 120 аркушів паперу. Кожний студент мав одержа- 
ти однакову кількість аркушів. Оскільки 6 студентів не 
з'явилися, то кожному видали на 1 аркуш більше, ніж пла- 
нувалося. Скільки студентів взяли участь у колоквіумі? 
Скільки аркушів планували видати кожному студенту? 


Розв'яжіть задачу за допомогою системи рівнянь. 

1) Кожна з двох бригад ліфтерів має оглянути 30 ліфтів. Пер- 
ша бригада щогодини оглядала х ліфтів, а друга — у ліфтів. 
Відомо, що перша бригада щогодини оглядала на 1 ліфт 
більше, ніж друга, та закінчила роботу на 1 год раніше від 
неї. Знайдіть х і у. 

2) Перший пакувально-фасувальний автомат виконує всю 
роботу на 2 год швидше, ніж другий. Якщо перший авто- 
мат працюватиме лише 2 год, а потім працюватиме лише 
другий автомат, то знадобиться ще 3 год, щоб закінчити 
всю роботу. Нехай усю роботу перший автомат виконує за 
х год, а другий автомат — за у год. Знайдіть х і у. 

3) Дві бригади монтажників вікон, працюючи разом, викону- 
ють усе завдання за 8 год. За скільки годин може виконати 
це завдання кожна бригада, працюючи самостійно, якщо 
одній бригаді на це потрібно на 12 год більше, ніж іншій? 


4) Перша менеджерка має надати 34 консультації по телефо- 


ну, а друга - 96 таких консультацій. Друга менеджерка 
надавала щогодини на 4 консультації більше, ніж перша, 
і закінчила свою роботу на 1 год раніше від першої. Скільки 
консультацій надавала кожна менеджерка щогодини? 


4) Розв'яжіть задачу за допомогою системи рівнянь. 


1) 


2) 


Відстань від будинку Миколи до ставка дорівнює 6 км. 
Пішки Микола ходить зі швидкістю х км/год, а на вело- 
сипеді їде зі швидкістю у км/год. За 1 год хлопець до- 
лає на велосипеді відстань на 12 км більшу, ніж коли йде 
пішки. Відомо, що на велосипеді хлопець доїжджає від 
будинку до ставка на 40 хв швидше, ніж коли йде пішки. 
Знайдіть хі у. 

З міст А 1 В, відстань між якими 440 км, одночасно на- 
зустріч один одному вирушили два потяги. Через 2 год 
вони зустрілись і, не зупиняючись, продовжили рух, не 
змінюючи швидкості. Один потяг прибув до міста В на 
44 хв раніше, ніж другий до міста А. Нехай швидкість пер- 
шого потяга, що рухався з міста А до міста В, становить 
х км/год, а другого — у км/год. Знайдіть хі у. 


3) Моторний човен пройшов 20 км проти течії річки та по- 


вернувся назад, витративши на весь шлях 3 год 45 хв. На- 
ступного дня цей човен за 30 хв пройшов 8 км за течією 
річки. Знайдіть власну швидкість човна та швидкість течії. 


4) З міста А до міста В, відстань між якими 420 км, вирушив 


автомобіль. Через 2 год після цього з міста В до міста А 
вирушив мотоцикліст, який зустрівся з автомобілем через 
1 год після свого виїзду. Мотоцикліст долає відстань між 
містами Аі В на 1 год 52 хв швидше, ніж автомобіль. Знай- 
діть швидкості руху автомобіля та мотоцикліста, вважаю- 
чи, що їх швидкості були постійними. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Знайдіть 7 (1), 7(3), (п), (2+1), якщо: 


1) Ка)= 2; 3) Р(х) =(х-3)°; 5) Р(х) =үх-1; 
2) Ка)=-; 4) Р(х) = х? 3; 6) 1(х)=4/х+6. 


ё 


се Математика не знає рас... Для математики весь 
культурний світ являє собою єдину країну. 


Давид Гільберт 


ИТТИ З 


Див. приклад 4 | 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Спробуйте розв'язати задачу 
А. Ейнштейна. 


1. Є 5 будинків, пофарбованих 
у різні кольори. 

2. У кожному будинку мешкає 
одна людина певної національ- 
ності (усі національності різні). 
3. Кожна людина п'є певний на- 
пій, любить певну страву і має 
певну тварину. 

4. Усі 5 осіб п'ють різні напої, 
люблять різні страви та мають 
різних тварин. 

Питання: в кого є рибка? 
Додаткові умови можна знайти 
в інтернет-підтриці підручника 


19 Банинин 


ТО ВЕ 5МАВТ 


Задачі тисячоліття (М///еппіит 
Ргіге РгоЫетѕ) — це 7 мате- 
матичних задач, розв'язання 
яких не знайдено протягом 
багатьох років. За розв'язання 
кожної з них Математичним 
інститутом Клея запропонова- 
но винагороду в 1 млн доларів 
США. У 2002 р. Григорій Пе- 
рельман розв'язав одну з цих 
задач — гіпотезу Пуанкаре, 
але відмовився від винагороди. 


Онлайн-калькулятор Оеѕтоѕ можна використовувати для по- 
будови графіків функцій, дослідження функцій, розв'язування 
систем рівнянь і нерівностей графічним способом. Починаючи 
роботу з онлайн-калькулятором Оеѕтоѕ, пам'ятайте про таке. 


дезтоз.сот /саїсціаїог 


Онлайн-калькулятор має інтер- 

активні інструменти: 

• Повзунок -- зміна значень 
у ручному або автоматич- 
ному режимі; 

• Масштабування — зменшен- 
ня / збільшення зображення; 

» Вибір точки -- визначення 
координат точок графіка. 


. . 
ооссссввссвсвввсввсвововововововового 


• У лівій частині панелі розташовано поле для введення даних 
(множин точок, рівнянь, нерівностей), у правій частині — 
область побудов. 

• Сервіс дозволяє будувати декілька графіків в одній координат- 
ній площині (якщо необхідно -- різними кольорами). 

• Вводити символи можна з клавіатури комп'ютера або вбу- 
дованої клавіатури, встановивши англійську мову введення. 
Режим введення «числа» -- «літери» змінюється за допомогою 
клавіш «АВС» і «123» на екранній клавіатурі. 


творити обліковий 
Графік без назви гом а 2а ПРИКЛАД 1 
м | 1 (3.9) 


Є телеви _ ЖЕЕ Побудуйте графік функції у= х?. 


• 
оооооооооооооовосовеовоовосооооооовооео 


ооооооеоевсоооооссевесовоооовсое е 
. 


осссосссовввовсововсввововововссввовсовсвовссвовсосовововссоссоссовосого 
. 
. 


7 Ви можете побудувати графік будь-якої функції, зада- : 
"ної за допомогою таблиці або формули. Якщо функцію | 

задати таблично, отримаємо множину окремих точок. : 
. Якщо функцію задати формулою, отримаємо лінію. с 


Алгоритм 
1. Запустіть сервіс Оеѕтоѕ. 


2. Введіть в поле для введення даних формулу у= х?. 
Перегляньте результат (рис. 1). 

3. Натисніть кнопку «+» (Додати) та виберіть пункт 
Примітка. Введіть текст «табличне задання функ- 
ції». Знов натисніть кнопку Додати та виберіть 
пункт Таблиця. Введіть у таблицю значення аргу- 
мента й функції. Перегляньте результат (рис. 1). 


За допомогою сервісу Оеѕтоѕ можна будувати гра- 
фіки функцій із довільними коефіцієнтами. Напри- 


клад, для побудови графіка функції узк(хо-т) яп 
Сноринобіюнізиис онн Ө О слід ввести значення Є, т і п (рис. 2), інакше графік 
не буде побудований. Ці значення можна задавати 
і змінювати за допомогою Повзунка. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


Визначте, графіки яких функцій зображено на 
рис. 3. Запишіть відповідні формули та самостійно 
побудуйте графіки функцій за допомогою сервісу 
Оезтоз. Запишіть властивості функцій, викори- 
стовуючи їх графіки. 


@) Розгляньте графіки, зображені на рис. 4. 


1) Визначте кількість точок перетину кола з кожною із парабол. 


2) З'ясуйте, як залежить кількість точок перетину кола з па- 
раболою від розташування вершини параболи. 


3) У таблицю (праворуч) запишіть за допомогою нерівностей 
або рівнянь, яких значень може набувати ордината вершини 
параболи залежно від кількості точок її перетину з колом. 


8 ПРИКЛАД 2 


у= х? +2х+4, 


Розв'яжіть графічним способом систему рівнянь я 
у=-х +4. 


Алгоритм 
1. Введіть у поле для введення даних рівняння у= х? +2х+4. 
2. Натисніть кнопку Додати в лівому верхньому куті поля та 
введіть рівняння у=-х? +4. Перегляньте результат (рис. 5). 


3. Визначте координати двох спільних точок графіків. Система 
рівнянь має два розв'язки: (-1;3) 1 (04). 


Відповідь: (-1;3); (0;4). 


8 ПРИКЛАД З 


х?+у?<4, 


Знайдіть множину розв'язків системи нерівностей з 
угх'-і1. 


Алгоритм 


1. Введіть у поле для введення даних нерівність х?+ 7а «4. 


2. Натисніть кнопку Додати і введіть нерівність у? хг, Пере- 
гляньте результат (рис. б). 


Перетин частин площин, обмежених параболою та колом, є зо- 
браженням множини розв'язків заданої системи нерівностей. 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


Ө Перевірте за допомогою сервісу Оеѕтоѕ, чи правиль- 
но ви розв'язали завдання 2 «Інтелектуального фіт- 
несу» в $ 14 (с. 188). о К.е 


са е х2. 16 
Спробуйте «намалювати» веселе обличчя, користу- 


Е 


ючись підказками (рис. 7). У у= 1:22 (-2<х2) 


є Створіть рисунок за допомогою графіків відомих 
вам функцій і нерівностей. Надішліть його своїм 
друзям. 


@ За допомогою сервісу Оеѕтоѕ виконайте наведені на 
сайті в інтернет-підтримці тренувальні завдання на 
побудову графіків функцій, розв'язування систем | 
рівнянь і нерівностей. | ш. 1 


©) (:-а)2-+ (>)? 


Графік без назви 


« Кількість точок Е" 
Значення у 
перетину В 


немає ё 


у=а+9х+4 


С) 
СУ 


уся я 


(з 317, 1.303) 


1 
=4 


@ Ви ознайомилися з графічним та аналітичним способами розв'язування систем двох рівнянь 
із двома змінними, з яких хоча б одне рівняння -- другого степеня. 


Розв'язок системи рівнянь із двома змін- 
ними х і у -- пара чисел (2 уо) , яка 
є розв'язком кожного з рівнянь системи, 
тобто перетворює кожне з них у правиль- 
ну числову рівність. 


Дві системи рівнянь називають рівно- 
сильними, якщо ці системи мають 
одні й ті самі розв'язки або не мають 
розв'язків. 


Алгоритми розв'язування системи двох рівнянь із двома змінними 


Графічний спосіб 
1. Побудувати в одній системі координат гра- 
фіки рівнянь системи. 
2. Знайти спільні точки графіків (якщо вони є). 


3. Записати у відповідь координати точок пере- 
тину графіків, які і є розв'язками системи. 


Спосіб алгебраїчного додавання 
(аналітичний спосіб) 

1. Прирівняти коефіцієнти при одній зі змінних 
шляхом почленного множення обох рівнянь на 
підібрані відповідним чином множники. 

2. Додати (або відняти) почленно два рівняння 
системи. 

3. Розв'язати отримане рівняння. 

4. Підставити знайдене значення змінної в будь- 
яке із заданих рівнянь. 


Спосіб підстановки (аналітичний спосіб) 


1. Виразити одну змінну через іншу 
з одного рівняння системи. 

2. Підставити отриманий вираз замість 
відповідної змінної в друге рівняння. 

3. Розв'язати отримане рівняння з од- 
нією змінною. 

4. Підставити кожний знайдений корінь 
рівняння у вираз, отриманий у п. 1. 

5. Записати відповідь у вигляді пар зна- 
чень змінних, знайдених у п. 3, 4. 


Метод заміни змінної 
(аналітичний спосіб) 
Ввести одну нову змінну і використати 
заміну тільки в одному рівнянні системи 
або ввести дві нові змінні і використати 
їх одночасно в обох рівняннях системи. 


ө Ви досліджували кількість розв'язків системи лінійних рівнянь із двома змінними. 


Кількість розв'язків системи 
с 5 а 
лінійних рівнянь Бе 
В азх+6,у= с, 
залежить від рівності або нерівності 
відношень їх коефіцієнтів. 


Система не має розв'язків, якщо ко- 
ефіцієнти при змінних пропорційні, 
але не пропорційні вільним членам: 
ОС Е Я 
——= ——* — , тобто прямі паралельні. 
аз 0, с, 


цієнти при змінних не пропорційні: 


Система має єдиний розв'язок, якщо коефі- 


ш 00 


7 
аг 6, 


тобто графіки рівнянь (прямі) перетинаються. 


Система має безліч розв'язків, якщо всі ко- 


бр с 


ЕЕЕ - Т 
ефіцієнти рівнянь пропорційні: ===; 


тобто прямі збігаються. 


635 Ви навчилися розв'язувати задачі на арифметичні співвідношення між об'єктами, 
рух, сумісну роботу тощо за допомогою систем двох рівнянь із двома змінними. 


сосссовововввогвов 


. Аналіз умови задачі 


Математична 


| 


у 


модель задачі | | 


Система рівнянь 


Відповідь 


Алгоритм розв'язування текстової задачі 
за допомогою системи рівнянь 


1. Проаналізувати умову задачі (основні величини, 


2. 


8. 
4. 
5. 


6. 


Задачі на роботу 


Якщо У — обсяг роботи, р — продуктив- 
ність роботи, і — час, то: 


у 
У = рі, ЕРУ: ї= —. 


• Якщо працюють декілька людей, то про- 
дуктивності їхньої роботи додаються. 
• Якщо обсяг роботи не зазначений, 
то його приймають за одиницю. 


Задачі на рух 
Якщо 8 -- відстань, 2 — швидкість, і — 
час, то: 


5 
ЗАКОННО ВА в 
Т 


Задачі на рух по воді 


Якщо о — власна швидкість плавзасобу 
у стоячій воді, а - швидкість течії, то: 


• р+а — швидкість плавзасобу за течією; 
• р-а — швидкість плавзасобу проти течії. 


Схема задачі на купівлю товарів 


сооососоввсовсововововововововововововововововововововогог 
. 


Ціна Кількість Вартість 


І товар х у 


П товар й 


зв'язки між ними, вимоги задачі). 

Створити математичну модель (у вигляді табли- 
ці, рисунка, тексту тощо). 

Скласти систему рівнянь до задачі. 

Розв'язати отриману систему рівнянь. 
Проаналізувати отримані результати з огляду на 
умову задачі. 

Записати відповідь. 


Схема задачі на запис числа 


К Цифра Цифра Значення : 
- десятків одиниць числа | 1 
1 ПЕН ЛЕВЕНЯ 
: Ічисло х у 10х у : 
: П число Р: 


. 
оосссссовововвввовововововвввсововвовововсовсовсововсввововсосовово 


Схема задачі на співвідношення 
чисельників і знаменників дробу 


оосссссвсоссосввововововвоввовововввововововововоооововововововоо 
е 


ку Ч з Значення : 
: исельник наменник дробу Е 
: КЕННЕ РРР 

Ре хо 
: Ідрі х у =; 
: У : 
: П дріб Е 


. 
ососсссовововововосвововввввовсовововвввовсовововвсвовоевововогог 


Схема задачі на продуктивність роботи 


оосососовсосвввовсововсввовововововвввовввовововововововововового 
. 


К Продуктив- Час Обсяг  : 
: ність роботи роботи роботи | 
: І працівник р ГА У=рі : 
: П працівник Е: 
Схема задачі на рух 
зб Швидкість Час Відстань : 
7 ————ы_ ______4} 
: ТІТоб'єкт 0 і з= 0ї 
: Поб'єкт К 


. 
сососсосвссвсвсовововвввовсовсвововвововововсвововссоввссовововововоевог 


е7 Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


@ Величина х менша у 2 рази від величини у. 6) Партер театру містив х рядів по у місць 


Виразіть х через у. у кожному. Під час реконструкції до кож- 
еее еее оне ви зневидюнає нен нин вннео не бнкатекь | ново биду додали З місні» запальна Тув» 
А Б В Г : кість місць у партері збільшилася від 200 
у : до 220. Укажіть систему рівнянь для визна- 
х=у+2 х=у-2 аг хаду : чення х іу. 
1 Яка з наведених пар чисел є розв'язком си- 7 А в 
: +у=8, : 
стеми рівнянь 2 
х?-4у? а кре м 
закккнанавквні нена ічаваренкаконн юр кінаавьіачань канати ото біб) до 
А Б В Г З (у 
(-14) (4;-1) (02) (81) 2 |: В І 
Ө) Розв'яжіть систем івнянь си 0, би а = о 
У рівнянь 1. х(у+2)=220 у(х -2)-200 
А Б В г 


: Фр Сума двох чисел дорівнює 11, а різниця їх 
(51), (5-1), (51), (5-1), : квадратів дорівнює 55. Знайдіть ці числа. 


ИНОЕ РИ ИТ АИ (8) моторний човен пройшов 20 км проти печії 
Ө у системі и 06 Зху+х+у= 7, ео річки і повернувся назад, витративши на 
ху( х+у)=2 весь шлях 2 год 15 хв. Наступного дня цей 

човен пройшов 8 км проти течії річки, ви- 


заміни ОИ ПАНА Му РІВНЯН тративши 30 хв. Знайдіть власну швидкість 
отримали? . Ей 
ПРОВЕ РРО РА АИЕВАВРИНЕТЕРАНИВАРЕ РЕННН Р : човна та швидкість течії. 
Ш Б В г й 
: : (9) Розв'яжіть систему рівнянь ХУ — ХУ 696, 
Ја+82=-7, ја+Зь=-т7, |зачЬьс-т, |3а+6=-т, : у -хує-т. 
Чачбаз аба2 а+ь=2 ар = 2 : 
РАДА ЦЕ ННЯ РАСИ ГАЛРАЧАДРИ МОВИ ЦИКЛУ ої М 
б к . : Р з й А робо с, 
ористуючись графіком рівнян- у озв'яжіть систему рівнянь 4 у РЕТ 
2 
ня х? +(у-2) =1 на рисунку, ху=12. 


визначте кількість розв'язків 


2 2 
х +(у-2) =1, Г ЇЇ Бонусне завдання 


системи рівнянь з 
учх'«б. 011 х 


б Розв'яжіть графічним способом систему рів- 


А Б В г : ИИМ ан у? =2, 


Ух-8 –-у=0. 


1 


ЗАСТОСОВУЄМО НА ПРАКТИЦІ 


Безліч явищ реального життя відбуваються за 
законами прогресій. Опанувавши цей розділ, 
ви зможете: 


е розраховувати відсотки за банківськими 
вкладами, планувати виплати за кредитами; 

е укладати вигідні фінансові угоди, прогно- 
зувати прибутки від бізнесу; 

е розв'язувати задачі з біології та вірусоло- 
гії щодо визначення чисельності популя- 
цій тварин, бактерій; 


ШЛЯХОМ ДОСЛІДЖЕНЬ 


• Послідовність простих чисел 


е Числа та співвідношення Фібоначчі в природі, економіці, 


мистецтві, архітектурі, фотографії 
• Формула Біне 
• Золотий переріз 
• Трикутник Паскаля 
е Прогресії та банківські розрахунки 
• Метод математичної індукції 


й 


ЧИСЛОВІ ПОСЛІДОВНОСТІ 


е прогнозувати швидкість розповсюдження 


інформації в соціальних мережах, змінен- 
ня чисельності населення, кількості абіту- 
рієнтів тощо; 

планувати фізичні навантаження під час 
тренувань; 

отримати початкові знання за темою «Чис- 
лові та степеневі ряди» із дисципліни 
«Вища математика» для навчання в май- 
бутньому. 


Ніколи не втрачай тер- 
піння -- це останній ключ, 
який відчиняє двері. 


• Формула Архімеда (сума квадратів усіх натуральних чисел) 


е Фігурні числа та їх співвідношення 


Антуан де Сент-Екзюпері 


У 


Ви оперували числовими множинами та застосовували слово «послідовність» 
й у повсякденному житті 


Ви ознайомитеся з одним із основних понять математики -- числовою послідовні- 
стю та способами її задання, навчитеся знаходити будь-який член послідовності за 
заданою формулою 


Ви зможете поділитися зі своїми друзями секретами найдивовижнішої числової 
послідовності -- послідовності Фібоначчі 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Фігурні числа 


ЛАКАЎ 
па Е 


по) 


Піфагор і його учні розглядали 
послідовності, пов'язані з гео- 
метричними фігурами, викла- 
даючи з камінців трикутники, 
квадрати, п'ятикутники та підра- 
ховуючи в них кількість камінців. 
Було отримано послідовності 
фігурних чисел: 


• трикутних (1, 3, 6, 10, 15, ...); 
» квадратних (1, 4, 9, 16, 25, ...); 
• п'ятикутних (1, 5, 12, 22, 35,...). 
Фігурні числа в різні часи до- 
сліджували такі математики, як 


Фібоначчі, П. Ферма, Л. Ейлер, 
К. Ф. Гаусс, О. Л. Коші та ін. 


Плату за оренду апартаментів на період відпочинку нарахо- 
вують таким чином: за першу добу орендар сплачує 50 г. о., за 
кожну наступну добу (повну чи неповну) — 80 г. о. Заповніть 
таблицю та запишіть формулу, за якою можна обчислити плату 
за оренду протягом р діб. 


." Кількість діб 1 2 5 «ро ро? 
: Вартість оренди 50 50+30-1 50+30-.2 Е: 


Розв'язання 


Проаналізуємо вирази, за якими можна знайти вартість орен- 
ди (у г. о.) протягом певної кількості діб: 


за 4 доби — 50-30:3; 

за 2 доби — 50-30:1; за 5 діб — 50-380-4; 

за З доби — 50+30:.2; за б діб — 50-30-5. 

Отже, формула, за якою можна обчислити плату 5 за оренду 
протягом п діб, має вигляд: 


за 1 добу - 50; 


8-50-80-(п-1) 


щоденна оплата, кількість діб, 
починаючи за винятком 
з другої доби першої доби 


стартовий 
внесок 


Якщо замість п підставити натуральні числа, отримаємо «се- 
рію» чисел: 

при п-1-5 8-50; 

при п-2-» 8-50-30-80; 

при п=83 э 8-50-30:2-110 іт. д. 

Говорять, що отримано послідовність чисел 50, 80, 110, .... 


ЧИСЛОВІ ПОСЛІДОВНОСТІ 


У повсякденному житті ми постійно маємо справу із послі- 
довностями. Наприклад: 


е послідовність годин у добі, днів у тижні або місяців у році; 
е послідовність станцій метро або зупинок автобуса; 
• послідовність кроків або вправ на тренуванні тощо. 

У цьому параграфі ми розглянемо числові послідовності. 


Числова послідовність -- це розміщені в певному порядку 


числа, або впорядкований набір чисел. 


Наприклад: 
• послідовність натуральних чисел: 1, 2, 3,...; 
• послідовність простих чисел: 2, 3, 5, Т, 11, 13,...; 
• послідовність парних чисел: 2, 4, 6, 8, .... 

Числа, що утворюють послідовність, називають членами 
послідовності. Кожний член послідовності позначають літерою 
з індексом, що вказує його порядковий номер (можна викори- 
стовувати різні букви). 

Наприклад: 

1) а, аз, дз» ..., аз м) 2) Бу» Ба» „.., До» м) 8) х1, 5, 5 Хоу 6 + 

Член послідовності, номер якого дорівнює п, називають 
п-м членом послідовності і записують символом п-го члена, на- 
приклад: а,. 

Послідовність прийнято позначати символом п-го члена, взя- 
тим у дужки. Наприклад, послідовності (а, ), (В,), (х, ): 


(а. 12.1 2,84 сотке, шет: о ду; 


(Ь, ): -15, -5, 5, 15, 25, ...; отже, б, - -15, Б, -25; 


(АТАГА В.А сі боже, жей, коео на, 


РОЗМИНКА 1 


Ө Задано числову послідовність (а, ): 24, -16, -8, 0, 8, 16, 24. 
1) Назвіть перший, четвертий і шостий члени послідовності. 
2) Який за номером член послідовності дорівнює 0? 
3) Які члени послідовності містяться між числами -16 і 16? 
4) Який член послідовності є попереднім для числа - 87 
5) Який член послідовності є наступним для числа 16? 
6) Скільки членів містить ця послідовність? 
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КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 


е числові послідовності 


е способи задання 
послідовностей 


е види послідовностей 
е формула п-го члена 
числової послідовності 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! @ 4 


СЛІД ЗНАТИ! 


рр аг аг зер рызе 


перший член 
послідовності 


другий член 
послідовності 


третій член 
послідовності 


п-й член 
послідовності 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Уже в У ст. до н. е. давньо- 
грецькі математики знали по- 
слідовності натуральних, парних 
і непарних чисел, уміли знахо- 
дити їх суми. 


ПОМІРКУЙТЕ 


7 Спробуйте навести приклади 
1 скінченних і нескінченних чи- 
: слових послідовностей. 


. 
сосссвсовввого 


Ф Ф Ф Ф 4 => 
апа РА ал РАН аа 
Рис. 1 


У курсі математики розглядають скінченні послідовності, що 
містять скінченне число членів, і нескінченні послідовності, що мі- 
стять нескінченне число членів. 

Наприклад: 


1) послідовність цифр 0, 1, 2, ..., 9 є скінченною і містить 
10 членів; 

2) послідовність додатних парних чисел є нескінченною; 

3) послідовність, отримана в актуальній задачі, є скінченною, 
якщо відпочинок триває скінченну кількість днів. 

Числову послідовність можна зобразити на числовій прямій 


(рис. 1), оскільки кожному числу відповідає певна точка числової 
прямої. 


Й Читаємо правильно Що означає : 
: ЭЕ 
Н а г : Р Член послідовності, порядковий номер : 
: п Енний член послідовності : : 
: якого дорівнює п - 
| МУРРРРУР РУ Р РР РР РИ Р Р НРУ УР ОУН У УР РИМУ з 
: ап Ен плюс перший член послідовності Наступний член послідовності для а, : 
винними и 5 
г 21 Ен мінус перший член послідовності Попередній член послідовності для а,  : 
100 Фаза Ен плюс другий член послідовності Наступний член послідовності для а, : 
: а 2 Ен мінус другий член послідовності Попередній член послідовності для а, |," 


ооссосовсвсввввовсововововововог 
. 


КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ 
Види послідовностей: 
• скінченні 
» нескінченні 
• зростаючі 
г спадні 


оеооооооооовоооооове 


• стаціонарні 


. . 
оосососссвовсввсвссввввовосвссовоевсовового 


©  СЛІДЗНАТИ! 


оососововововвввоввввссовоевовоо 
. 


7 ПОМІРКУЙТЕ 


7 Спробуйте навести приклади 
| зростаючих, спадних і стаціо- 
: нарних послідовностей. 


ооооооовоооое 


. 


РОЗМИНКА 2 


(В Назвіть усі члени послідовності, попередні для аг. 


(2) Запишіть усі члени послідовності, що містяться між: 


В ДР РР 2) Б, і Бузі И НИ 


з Для вказаного члена послідовності запишіть три попередні та 
три наступні члени: 
1) ато; 2) 6,; Зі з 
195590 
У наступних параграфах ви ознайомитеся зі зростаючими, 
спадними і стаціонарними послідовностями. 


Послідовність називають зростаючою, якщо кожен її на- 
ступний член більший за попередній, тобто а, у >а,. 


Послідовність називають спадною, якщо кожен її наступ- 


ний член менший від попереднього, тобто а, <4,. 


Послідовність вигляду х, =с, де с-соп5і (стале число), на- 
зивають стаціонарною. 


Наприклад: 


1) -10, - 7, -4,-1,... зростаюча послідовність; 

2) 25, 19, 3, ... — спадна послідовність; 

3) -5, 2, -1, 4, 5, 3, ... -- послідовність, яка не є ні зростаю- 
чою, ні спадною; 

4) а з Ж С В № 5 ча »- — стаціонарна послідовність. 


СПОСОБИ ЗАДАННЯ ПОСЛІДОВНОСТЕЙ 


Числова послідовність вважається заданою, якщо вказано 
спосіб, за допомогою якого можна знайти будь-який член послі- 
довності. 


Послідовність можна задати одним із таких способів. 


Словесний спосіб. Послідовність можна задати словесно, тобто 
описом. Наприклад: 
• послідовність простих чисел: 2, 3, 5, Т, 11, 13,...; 
• послідовність непарних чисел: 1, 3, 5, 7, 9,...; 
• послідовність натуральних чисел, кратних п'яти: 5, 10, 15, .... 


Табличний спосіб. Після заповнення таблиці, у якій наведено 
номери та відповідні значення членів послідовності, отримаємо 
послідовність, задану таблично. Наприклад, розглянемо таблицю. 


оосссссосоввввововввввсввввовововововвсвсвовововововововововововововововововововового 
. 


п 1 2 3 4 5 6: 
Е = Н Й и 
- 1 0 са 0 1 фо з 


. 
оеоооооооовооооооеооосооооввосовосооооооооовоосовссоосовосооввесвосввоооооообовеосооооо 


Отже, маємо скінченну послідовність (а) 1, 0, –1, 0, 1, 0. 


Аналітичний спосіб. Якщо послідовність задано формулою, за 
якою можна знайти будь-який член послідовності, коли відомий 
його номер, говорять, що послідовність задано аналітично. 

Таку формулу називають формулою п-го члена послідовності. 

Запис 8, =50+30(л-1), отриманий під час розв'язування ак- 
туальної задачі, і є формулою п-го члена послідовності (8,). 

Наприклад, послідовність (а, ) задано аналітично -- форму- 
лою п-го члена а, =2п -3. Якщо підставити замість п натуральні 
числа (1, 2, 3, ...), отримаємо члени послідовності: 

а=2:1+8=5, а5=2:2+8=7, аз =2:8+8=9, а, =2:4+8=11,.... 


Отже, маємо послідовність (а,,): 5, 7, 9, 11, .... 


Не існує формули, якою можна було б задати послідовність 


простих чисел. 


Рекурентний спосіб — ще один спосіб задання послідовності, 
при якому задають: 


1) перший або декілька перших членів послідовності; 


2) формулу, за якою можна знайти будь-який член послідов- 
ності через попередні члени (рекурентну формулу). 


соссссссвсвввввовового 


оссссосоввввсвввввввввове 
. 


оссссссоссвсввссвсововововсвового 
е 


КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ 


Способи задання 
послідовностей: 
• словесний 

• табличний 

г аналітичний 

• рекурентний 

• графічний 


.- 
е . 
ооссссоссвсововсвовсовсвосвовововогогво 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Найбільше просте число, відо- 
ме станом на 2016 р., дорів- 
нює (274207281 1) і містить по- 
над 22 млн десяткових цифр. 
Його, як і попереднє просте 
число, відкрив американський 
професор Кертіс Купер. 


еоооооовоооеововоооовооовосоо е 
е 


ПОМІРКУЙТЕ 


ю Цікавим завданням є визна- 
чення закономірності, за якою 
створено послідовність. 
Спробуйте записати форму- 
лу, якою задано послідовність: 

Т) 2, 4, 6, 8, 10, ...; 

2) 1.3.5.7 9..2 

3) 2, 5, 8, 11, 14, ... . 


. . 
ооссссосссвсововововсовововововововов 


СЛІД ЗНАТИ! 838) 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


За допомогою послідовності Фі- 
боначчі можна описати порядок 
розташування листочків рослин, 
насіння соняшників, лусочок ши- 
шок, пелюстків квітів, співвідно- 
шення довжин фаланг пальців на 
руках людини тощо. 


Наприклад, найзагадковіша послідовність чисел -- послідов- 
ність Фібоначчі має вигляд: 1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,.... 
У цій послідовності: 
а =1; 


аз 21; 


аз = а +ау =1+1= 2; 

а4 = аз +аз=2+1= 8; 

аз = а, +аз=3+2=5; 
Отже, послідовність Фібоначчі можна задати рекурентним 

способом: 
1) перший і другий члени послідовності дорівнюють по 1; 
2) кожний наступний член послідовності, починаючи з третьо- 
го, дорівнює сумі двох попередніх. 
(а, ): ві -1, аз-1, а, за, 158,» (п28). 


Графічний спосіб. Члени послідовності можна зображати точ- 
ками на координатній площині. Тоді говорять, що послідовність 
задано графічно. 


а \ 
чн Наприклад, послідовність (а,,) додатних чисел, кратних 3, 
а= задано графічно (рис. 2). 
61-51 їі У задачах, у тому числі практичного змісту, найчастіше ви- 
3 користовують аналітичний, словесний і рекурентний способи за- 
і дання числових послідовностей. 
сер? 
14 - ПРИКЛАД 1 
00111218 а За формулою п-го члена послідовності у, =-4п? +3 знайдіть 
Рис. 2 Уу, Уз Ууз» Ук» Уһ-3° 
Розв'язання 
і Крок Зміст дії Результат дії 
<<< ПИ 
РЕ : 
КРОК 1 Підставимо у формулу п =1. у= 4:1" +8; уу =-1 : 
КРОК 2 Підставимо у формулу п-2. уз=—4:92 +3; уз --13 : 
КРОК З Підставимо у формулу п-13. Уз =—4:13? +8; ууз =-673 : 
КРОК 4 Підставимо у формулу п =. ур = АР? +3 : 
КРОК 5 Підставимо у формулу пет-38. Ут-3 --4(т-3). +3; у з = Ат? +24т -33 : 


. 
сосососвовсововввввовсововввовововововововововвсвосвовововововововововововсовововововсововсвввововововововововововововововововововог 


Відповідь: у =-1, у 2-13, уз =-673, у, =-48° +3, 
уз = "Чт? - 24Ат-38. 


Әтғенуємося а 


6 Визначте члени ху, х, х5 послідовності (х,), заданої фор- ЧИ ВІДОМО ВАМ! 


мулою п-го члена: Послідовності в астрономії 


іу а= 58: 2) х= 3) х,=1-2п; 4) х, =5+8п. 


Супергіганти 


За формулою п-го члена послідовності: Е 
5) а в +4 визначте а, а», аб, 4,, а, 1; і ростдовшас 
п. 1» 2» @10› Фр» ар» з С 
Е Білі карлики арок 
18 З карлики 
6) а, -8---- визначте а, а, ау, а» ар; 30,000 10,000 7,500 6,000 5,000 3,500 


п Ефективна температура (К) 


В астрономії для класифікації 
зірок використовують діаграму 
Герцшпрунга -- Расселла, на 
якій зірки утворюють окремі 
послідовності. Більшість зірок 


належать до так званої голов- 
ПРИКЛАД 2 = Е : 
ної послідовності. Сонце теж 
Запишіть перші три члени послідовності (х,), заданої реку- о ПОЛОН ПОСІВНІ 
рентною формулою х, = 5х, 3, якщо х =4. 


Т) у, - дп?-9 визначте у, уз, Ив, Мк» Уһ. 2; 


8) у, -6-бп? визначте у, уз, Урі» Ук» Уһ: 


Розв'язання 
"| Крок Зміст дії Результат дії : 
: Е Й о НЕННЯ 
| КРОК 1 Приймемо п=1 і підставимо в задану формулу зна- Ха -5Х1 -3; : 
: чення х. х5=5:4-8=17 : 
| КРОК 2 Приймемо п=2 і підставимо в задану формулу знай- Х3 =5х5-8; 
: дене на кроці 1 значення х». хз -5:17-8-82 Е 


. 
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Відповідь: 4; 17; 82. 


тевнуємогя а 


Ө Запишіть перші три члени послідовності (у, ), яку задано ре- ЧИВІДОМО ВАМ? 
курентно: Термін «рекурентний» по- 
1) це паній 5) у =3, у, =2у, –9; ходить від латинського слова 
гесиггеп5 — той, який повер- 
2) у; =6, 0,3 =-0,; 6) у; =1, у, -10-3у,; тається. Рекурентна формула 
дозволяє обчислити значення 
3) у; -2, у,4=50,; 7) у, =0, у, =50,+6-л; будь-якого члена послідовності, 


знаючи значення кількох її по- 


4) у; - 18, Уа 8) у =1, у, ЗУ, +п-2. передніх членів. 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Спробуйте знайти закономір- 
ність і продовжити послідовність: 


1) 77, 49, 36, 18, ... 
2) 88, 64, 24, ... 


оооооовоовоосоооовеовоооовоововоооовосвовоововосоосоововооооввововоесоововоовоововоовоооввовосоовоововоооовосвовоовоовосоовоооо 
. 


"| Крок 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Якщо на парковці місця для ав- 
томобілів розмічувати не пер- 
пендикулярно до полоси руху, 
а під кутом 45°, це збільшить 
кількість паркувальних місць. 
Адже в цьому випадку по- 
воротна дуга автомобіля стає 
меншою, що дозволяє звузити 
смуги доступу для автомобілів. 
Ідея змінити кут розмітки нале- 
жить британському математику 
Девіду Персі. 


ПРИКЛАД, 3 


Визначте, чи є число -1 членом послідовності, заданої фор- 


мулою а, = -4. Якщо так, знайдіть його порядковий номер. 


п+8 
Розв'язання 
Задане число буде членом цієї послідовності, якщо знайдеть- 
ся такий порядковий номер п, що а, =-1. Тобто якщо рівняння 
21 


п+8 


-4--1 матиме натуральний розв'язок (пє М). 


Зміст дії Результат дії 


І КРОК 1 Складемо рівняння а, --1, використовуючи задану | 21 | 1 | | : 
: формулу. п+3 : 
: КРОК 2 Розв'яжемо отримане дробово-раціональне рівняння. 2 яю :3; 7 21; п=4 
Н п+8 п+8 - 
5 КРОК 3 Проаналізуємо отримане значення п. п=4; Ає У, тому а, --1 : 


. 
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Відповідь: так, п-4. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


(3) Визначте, чи є число х членом послідовності (а, ) , заданої ана- 
літично. Якщо так, то знайдіть його порядковий номер. 


1) х=6, а, =2п; 5) х-8,а.- 16 +6; 
п+1 
28 
2) х=12, а, - Зп; 6) х=6, а, -10- ; 
п+2 


3) х=9, а,=+3; т) х=6, а, -0,1п2-0,4; 


4) х=4, а,=2-=; 8) х=13, а, =0,5п? +9. 


= ПРИКЛАД 4 


За умовами паркінгу оплату стоянки автомобіля розраховують 
так: початковий внесок складає 5 г. о. (до 1 год стоянки), за кожну 
наступну годину слід сплатити 4 г. о. 

1) Складіть формулу для обчислення суми коштів, яку водій 

повинен сплатити за стоянку. 

2) Визначте, яку суму має сплатити водій, якщо він залишив 
машину на парковці о 10:45, забрав її о 14:10, а умова 
оплати -- лише погодинна. 

3) Визначте, скільки повних годин машина перебувала на пар- 
ковці, якщо водій сплатив 29 г. о. 


Розв'язання 


оосососсововсоввовововововсвввсвовововсововововововсовововововововововововсовововововововововововововсовсовсововоевсовсововововсооововового 
. 


: Крок Зміст дії Результат дії : 
: 0 
: Визначимо, яку суму має сплатити водій  5-4п, де п -- кількість годин, упро- : 
| КРОК 1 за парковку без урахування першої години довж яких автомобіль перебував на: 
: стоянки. парковці : 
: Визначимо вартість оплати послуг парков- : 
| КРОК 2 г Уя 5, =5+4п 
: ки впродовж усього часу стоянки. й 
: 2) 1 год — з 10:45 до 11:45; : 
: КРОК 1 Знайдемо час стоянки автомобіля. З год - 3 11:45 до 14:45 : 
: (за умови погодинної оплати) : 
: Визначимо вартість стоянки, зважаючи на : 
: КРОК 2 те, що у формулі для 5; плату за першу 5,=5+4:3=17 (г. о.) : 
: годину стоянки вже враховано. : 
: е Складемо рівняння для знаходження кіль- : 
: КРОК 1 кості повних годин стоянки автомобіля, 5+4п=29 : 
: прийнявши 5, -29. : 
: КРОК 2 Розв'яжемо отримане рівняння. Зробимо 4п=24; п=6, пе М — отже, час стоян- : 
: висновок. ки на парковці дорівнює 6 повних годин ,: 


Відповідь: 1) 5, =5+4п; 2)1Тг.о.; 3) б год. 


ТИРЕ Тае) 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Ө Розв'яжіть задачу. 
1) Майстер щодня ремонтує 12 велосипедів. Скільки велоси- 
педів відремонтує майстер: 
а) за два дні; б) за три дні? 
2) Роупджампінг — стрибок із високого об'єкта зі страховкою- 
мотузкою. Один такий стрибок коштує 15 г. о. 
а) Скільки коштуватиме стрибок для 4 осіб (кожен стрибає 
по одному разу)? 
б) Запишіть формулу, за якою можна обчислити вартість 
стрибків (у г. о.) для групи з п осіб (кожен стрибає по 
одному разу). 


Числа Фібоначчі безпосередньо 
пов'язані із золотим перері- 
зом -- пропорцією, у якій одна 
частина відноситься до іншої так 


3) Відпочинок у розважальному центрі коштує 20 грн для само, як ціле відноситься до 
однієї дитини протягом одного дня. першої частини. Золотий пере- 
а) Скільки коштуватиме відпочинок у центрі для 2 дітей різ має широке застосування 
протягом одного дня; для 3 дітей протягом одного дня? в живописі, архітектурі, кіне- 
б) Запишіть формулу, за якою можна обчислити вартість матографі, фотографії, дизай- 
(у грн) відпочинку в центрі для п дітей протягом одного ні тощо. Із золотим перерізом 
дня. також пов'язані золота спіраль 

в) Скільки дітей відпочивали в центрі, якщо загальна сума, і спіраль Фібоначчі. 


сплачена їхніми батьками за 1 день, становила 6000 грн? 


6 4) Залежність кількості х, зарядних пристроїв на сонячних 


батареях, проданих в інтернет-магазині протягом одного 
ЧИ ВІДОМО ВАМ? тижня, від кількості п продавців-консультантів можна 
Р виразити формулою х, =5п +10. 
а) Скільки зарядних пристроїв має бути продано протягом 
тижня, якщо в магазині працюють 8 продавців? 
б) Скільки продавців має працювати в магазині, щоб про- 
тягом тижня було продано 300 зарядних пристроїв? 


Ө обчисліть чотири перші члени послідовності, яку задано 


Сьогодні дедалі більше людей 
замислюються над тим, щоб 
установити на даху свого бу- 


динку сонячні панелі. формулою п-го члена: 

Ілон Маск, співзасновник ком- 1) а, 25; 3) х= 4 ; 5) 2, ШЕУ обо 
панії Тезіа Моїог5, презентував п+8 2 
новинку, розроблену спільно -9 3 

з компанією 5оіагСНу, — фо- 2) у, -" дп +8; 4) 6, = вані 6) с, =-п' -п+11. 


тоелектричні панелі «Сонячний 
дах» (Ѕоіаг Воо). Вони повні- 
стю вбудовані в дах і можуть 


о Визначте, яким за номером членом послідовності, заданої ана- 
літично, є число М, якщо: 


2п– 4 8 
замінити звичайні покрівельні 1) х, =-3п+7, М =-14; 4) 6. = , М =—; 
й : п+9 7 
матеріали. Ефективність «Со- 
няшного даху» становить 98 % 2) у, =9п?+1-п, М =16; 5) г, =(п-3)* –2, М ="9; 
від ефективності звичайних со- 
5 - 1 
нячних панелей. 3) а,--п'з т, М=-9; 6) с, =2(п+4), М ==. 
БЕТОНИ віза новий (3) Запишіть перші п'ять членів послідовності (а,), яку задано 
р" ПОМІРКУЙТЕ т рекурентно: 
8 -. - : и 
- Спробуйте знайти перевагу : 1) а =2, а, -4а, 138; 4) а =81, а, = а, 1; 
: аналітичного способу задан- : З 
{ ня послідовності над реку- : а +1 4а, 1316 
: рентним. б 2) а=1, а,=—22—3 5) а=2, СЕЕ. 
8) а, =-1, а, =2п`а, 1; 6) а =3, а, =?п-а? ‚+1. 
зрання | Ө Обчисліть перші чотири члени послідовності, номери яких 
ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ є сии числами, якщо обл дов ет задано озата 
Знайдіть закономірність і про- 0а, =8 ; 3) сь-(-1) +4; 5) х, -(-8) +5л; 
довжте послідовність: 
н 2) 5, 2-27; 4) у, -(-2) +(-1)"; 6) г, --(-1)" -16. 
12 (5) Послідовність ( уп) задано формулою у, =бп+17. Укажіть най- 
1112 менший номер, починаючи з якого всі члени цієї послідовності 
3112 є більшими за 90. 
132112 (8) Послідовність (у, ) задано формулою у, = -8п- 291. Укажіть 


найменший номер, починаючи з якого всі члени цієї послі- 
довності є меншими від 11. 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


4 Ша 


1 
1) Якщо Етте то с, «Су: У 


2) Якщо а, - 3, то 10- 415-138. 


3) Число 2018 є членом послідовності (2) , заданої формулою 
х, =(-1)" сп. 


4) Якщо послідовність задано формулою у, -(-1)/, то сума 


перших її 60 членів дорівнює 0. Ральф Нельсон Елліотт (англ. 
5) Якщо послідовність (ь,,) задано формулою Б, -20-п, то Карр Меїізоп ЕЙІіоїтї; талт 
добуток перших її 20 членів дорівнює 0. 1948) — американський фінан- 


сист, творець теорії хвиль, яка 
носить його ім'я та якою кори- 


С МАТН РОВЫВЕ стуються дотепер на фінансо- 


ЗАДАЧА «ТРЕЙЛЕР ДО НОВОГО ФІЛЬМУ» вих біржах о Бллюти помітив 


закономірність у моделях по- 
ведінки людського суспільства 
й зіставив їх зі співвідношенням 
чисел Фібоначчі -- золотою 
пропорцією. 


Напередодні виходу кінофільму на екрани був випущений 
трейлер до цього фільму. На другий день після виходу трейле- 
ра його переглянула половина всіх учнів школи. Частину учнів 
школи, що переглянули трейлер на п-й день після його виходу, 


1 
можна визначити за формулою х, -1---. 
п 


є Яка частина учнів школи переглянула трейлер на третій день 
після його виходу? 


ө Скільки відсотків усіх учнів школи переглянули трейлер на 15% 1-11 


четвертий день після його виходу? 


ТО ВЕ ЗМАКТ 


Побачити, як математичні за- 
кономірності проявляються 


є Скільки відсотків усіх учнів школи ще не переглянули трей- 
лер на п'ятий день після його виходу? 


@ Запишіть формулу (послідовність ( уп)» за якою можна знайти в навколишньому світі, мож- 
частину учнів школи, які не переглянули трейлер на п-й день на, переглянувши мультфільм 
після його виходу. «Природа в числах» (Маїиге Бу 

Ө Знайдіть п — найменший номер дня прокату трейлера, коли питбетз, Іспанія). 
його переглянули не менше ніж 90 % усіх учнів школи. Послідовність Фібоначчі, золо- 


тий переріз і багато іншого -- 
усе це присутнє в природі та 
знаходить своє застосування 
«8 За заданою формулою п-го члена послідовності: в роботі художників, архітекто- 
рів, інженерів, дизайнерів. 


п. 
1) ти визначте Хі, Ха, Хз; 
2) с, =7-2п визначте сі, С», С; 


3) а —— 8 визна 7: 2 +. Д 


4) у, = Зп? -14 визначте 1, Из, ә, Ур» Уһ.3: 


| Див. приклади 2-4 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Трикутник Паскаля 


Числовий трикутник Паскаля — 
невичерпне джерело різнома- 
нітних математичних загадок. 


Спробуйте знайти закономір- 
ність побудови кожного нового 
рядка трикутника Паскаля. 
Знайдіть відповідну інформацію 
і дослідіть, як трикутник Паскаля 
пов'язаний із простими числами, 
трикутними числами, числами 
фібоначчі, трикутником Серпін- 
ського, шахами. 


ё 


66 Будь-якій людській 
діяльності притаманні 
три відмінних риси: фор- 
ма, час і відношення, -- 
і всі вони підпорядковані 
сумаційній послідовності 


Фібоначчі. З 7) 


Ральф Нельсон Елліотт 


ө) Знайдіть перші три члени послідовності (у, ), заданої реку- 
рентною формулою: 


1) у, З У» якщо У -3; 3) у, =6/, "12, якщо у =2; 


2) ула 58, якщо у -32; 4) у, =8у, +8-п, якщо у =1. 


6 Визначте, чи є число х членом послідовності (а, їз Якщо так, 
знайдіть його порядковий номер. 
85 
8) х-10, а, -14- з 
п+8 


4) х=39, а, =0,5п? -11. 


1) х-20, а, =4п; 
п. 
2) х=-1, бата 


а Розв'яжіть задачу. 


1) Порт щодоби приймає 3 танкери. Скільки танкерів порт 
прийме: 


а) за 2 доби; б) за З доби? 


2) Оренда бульдозера протягом 1 год становить 800 грн. 
а) Скільки коштуватиме оренда бульдозера протягом 4 год? 
б) Запишіть формулу, за якою можна обчислити вартість 
(у грн) оренди бульдозера протягом п год роботи. 


3) У готелі є сімейні 4-місні номери, до яких заселяють лише 
сім'ї з 4 осіб. 
а) Скільки осіб проживають у двох; у трьох таких номерах? 
б) Запишіть формулу, за якою можна обчислити кількість 
осіб, що проживають в п таких номерах. 
в) Скільки 4-місних номерів зайнято, якщо зараз у них 
проживають 108 осіб? 


4) Залежність кількості у, відвідувачів зоопарку протягом 
дня від кількості п рідкісних та екзотичних тварин, що 
мешкають у ньому, можна виразити формулою у, = 3п-150. 
а) Скільки людей відвідають протягом дня зоопарк, у яко- 

му мешкають 120 таких тварин? 
б) Скільки таких тварин має бути в зоопарку, щоб протя- 
гом дня кількість відвідувачів становила 1500 осіб? 


Бонусне завдання 


М) об 
2/5 


(5 Знайдіть за формулою п-го члена х, = 


п'ятий член послідовності Фібоначчі. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Знайдіть закономірність у послідовності та вставте замість 
знака питання пропущене число: 


1) 4; 6; 8; 2; 4) 83; 73; 63; 7; 7) 120; 114; 2; 102; 
2)3: 5: 7; 7; 5) - 15; - 12; -9; ?; 8) 132; 7; 138; 141. 
8) 75; 70; 65; 2; 6) -6; -10; -14; 2; 9)-2: 28-28 2517ад 


ВЧОРА | 
СЬОГОДНІ | 
ЗАВЖДИ | 


її елементи, основні властивості 


у повсякденному житті, майбутньому бізнесі 


На шоу талантів після виступу всіх учасників глядачі про- 
тягом 30 хв могли взяти участь в смс-голосуванні за улюбленого 
учасника. Протягом першої хвилини від початку голосування свою 
думку висловили 4800 глядачів. Протягом кожної наступної хви- 
лини голосувало на 160 глядачів менше, ніж попередньої хвилини. 


1) Скільки глядачів проголосували протягом другої хвилини від 
початку голосування? 

2) Скільки глядачів проголосували протягом третьої хвилини 
від початку голосування? 

3) Складіть формулу, за якою обчислюється кількість глядачів, 
які проголосували протягом п-ї хвилини від початку голосу- 
вання (14 п «30). 

Коментар до розв'язання 


Позначимо послідовність чисел, кожне з яких виражає 


кількість глядачів, що взяли участь у голосуванні, через (а,,). 
Кількість глядачів, які проголосували протягом другої хвили- 
ни, дорівнює аг - 4800-160- 4640, протягом третьої хвилини — 


аз - 4800-160-160-4800-2:160. 

За умовою задачі така тенденція голосування зберігалася про- 
тягом 30 хв. Бачимо, що кожне з чисел послідовності (а. по- 
чинаючи з другого, дорівнює попередньому, зменшеному на одне 
й те саме число 160. Отримана послідовність має спеціальну на- 
зву — арифметична прогресія. 


Означення 1. Арифметичною прогресією називають числову 


послідовність, кожний член якої, починаючи з другого, дорів- 
нює попередньому, до якого додається одне й те саме число. 


Ви систематизували свої знання про числові послідовності та способи їх задання 


Ви дізнаєтеся про особливу числову послідовність -- арифметичну прогресію, 


ПЗ Ви зможете будувати математичні моделі прогнозування та застосовувати їх 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Єукофізіоп 


ЅОМС СОМТЕЅТ 


• У пісенному конкурсі Євро- 
бачення Україна перемагала 
у 2004 та 2016 рр. 

- Перше шоу Євробачення 
(1956) тривало 100 хв. 

» Протягом історії Євробачення 
діяло 6 різних систем визна- 
чення переможця. 


|) є арис чна прогресія || 
е різниця арифметичної 


(| прогресії | 


про- | 
| є зростаючі й спадні ариф- 
метич | 


формула | 


п-й че 


| 
ти- | 


і прогресії 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 4 


. - Означення 2. Число, яке є різницею між певним членом по- 
' І Ў й т 
е ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! слідовності (починаючи з другого) та попереднім її членом, 


називають різницею арифметичної прогресії і позначають 
зара га літерою (. 


2. 
141 


Введемо позначення: 
(а,) -- арифметична прогресія; 
а -- різниця арифметичної прогресії; 


п -- номер члена арифметичної прогресії; 


ар — перший член прогресії; 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


і а, — п-й член прогресії; 
Слово «прогресія» походить 
від латинського ргодгеззіо -- Оон" ваступнии за лом член прогресії; 
рух уперед, збільшення; а, 7- попередній для п-го член прогресії. 


«арифметичний» -- від грець- 
кого слова арідидс — число. Таким чином, в арифметичній прогресії (а, ) маємо: а, = а +4, 
аз загча іт. д., тобто для будь-якого натурального числа п ви- 


а -- перша літера латинського . 
конується умова а, - а, - 4. Звідси д-а,,17-а,: 


слова аїНегепіїа — різниця. 
З Арифметичну прогресію можна записати за допомогою 
" рекурентної формули: а, =а, +4, пе М. 


Твердження, обернене до означення 


% ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! Якщо в деякій послідовності різниця між будь-яким її членом 


і попереднім є сталою (дорівнює одному й тому самому чис- 
лу), то така послідовність є арифметичною прогресією. 


Наведемо приклади арифметичної прогресії. 


оосооеовоооовоосоооосооововоооооооооввоововоооооовоооовооовоооовововооеоооооооооовове 
е 


р" ПОМІРКУЙТЕ З й Арифметична Перший Різниця | Знак Властивість _: 
Р пробуйте СЕГЕ РУ : : прогресія (а,) член а; а а послідовності : 
: зростаючої, спадної та стаціо- : |: зченначнх порча 

: нарної арифметичних прогре- : : 1; 4; 7; 10; 13;... 1 8 а>0 зростаюча : 
: сій. Як різниця а впливає на : : ГУРУРУГРУРУГУ РУТ ГУ 25 
: властивості прогресії? 1 145; 40; 35; 30; ... 45 -5 «0 спадна : 


. . 
соссссссовововввсввсововсовововсового 


Арифметичну прогресію, кожний член якої більший за по- 


а Г слід знати: У передній, тобто а, 2а,, називають зростаючою. 
СЛІД ЗНАТИ! 


Арифметичну прогресію, кожний член якої менший від 
попереднього, тобто 42, <4,, називають спадною. 


РОЗМИНКА 1 


єї Визначте, чи є арифметичною прогресією послідовність: 
1) 25-32 Кк ТН 3) 5; 0; 5; 0; ...; 
2) 2; -2; -8; -12; ...; 4) 17: 17: 17; ТТ... 
Ө Укажіть перший і другий члени та знайдіть різницю арифме- 
тичної прогресії: 
1) 99; 89; 79; 69; ...; 8) 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; ...; 
2) -2; -9; -16; –28;..; 4) «3, 43, 43, 43,.... 
Ө) Запишіть перші п'ять членів арифметичної прогресії (а); 
якщо: 
1) а-3, ст; 
2) а-2, д--1,5; 


3) а=-25, 4-4; 
4) а=-8,5, а=-2,5. 
:050805 

При рекурентному способі задання прогресії необхідно знати 
її попередній член, що не завжди є зручним під час розв'язування 
задач. Цього можна уникнути, якщо вивести формулу п-го члена 
арифметичної прогресії. 

Розглянемо арифметичну прогресію (а,,) з різницею а: 

ај — її перший член; 

аз =а +1 — другий член; 

аз=а+й=а +а+а = а +24 — третій член; 

ә] 
а 
а4=аз+а=а +21+1=а +84 — четвертий член і т. д. 
===] 
аз 

Якщо проаналізувати отриманий ряд членів послідовно- 
сті (а,) і їх запис, помітимо, що кожний член послідовності а, 
дорівнює сумі а; і різниці арифметичної прогресії, помноженій 
на число, що на 1 менше, ніж порядковий номер а,: 

а =а+1:0, а=а+а:1, аззарні 2, а, =а+4:8 іт. д. 

Отже, п-й член арифметичної прогресії можна знайти за фор- 
мулою а, = +0(п-1). 


РОЗМИНКА 2 


а Дано арифметичну прогресію (а,). Знайдіть: 
1) аб, якщо а -2, д-5; 3) аб, якщо а, -- 18, 4-3; 
2) ат, якщо а; -3, 4д--2; 4) ау, якщо а; - -10,5, а= -5,5. 
є Запишіть формулу п-го члена арифметичної прогресії: 
1) 2; 11; 20; 29; ...; 3) 1:11; С Тон 


9) -1; -4; -7; –10; ... д роуа ра. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Арифметичну прогресію мож- 
на зобразити на площині у ви- 
гляді піраміди або сходів: кож- 
ний наступний ряд (рахуючи 
зверху вниз) — це наступний 
член прогресії. 


Наприклад, арифметична про- 


гресія 2; 4; 6; 8; 10;... може 
мати вигляд 
або 
о 
«оз 
п 
« з 


а 


п 
Спробуйте зобразити арифме- 
тичну прогресію, у якій а; 22, 
а-3 П = 4. 


24 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! | З 


"7 Формула п-го члена арифме- : 


тичної прогресії має вигляд: 


сооссововововововововововововововов 


прогресію, досить знати її 
перший член та різницю. 


8 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


а+с 


Півсуму двох чисел Ёр = 


називають середнім арифме- 
тичним двох чисел. 


. 
осссоссвосовововсвввввсвсввсввововогвог 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У стародавніх греків поняття 
арифметичної прогресії було 
логічним продовженням по- 
няття арифметичної пропорції: 
а-ЬРеб-с. Числаа, ріс ство- 
рювали арифметичну прогре- 


- : с-а 
сію з різницею ет Арифме- 


тичну прогресію тоді позначали 


символом —. 


3 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


оз - 


зү 


ооосевовоевовоевове 


Розглянемо деякі властивості арифметичної прогресії. 


Характеристична властивість арифметичної прогресії 


Кожний член арифметичної прогресії, починаючи з другого, 


є середнім арифметичним двох сусідніх із ним членів. 
пої + ал 


Якщо (а,) — арифметична прогресія, то а, = 7 


Доведення 
Запишемо формули для а, у і 9, через а,: а, у =а, -ӣ; 


+а 


ал-1 п+1 


а -Яа+а, +0 2а, 


ала, +1. Тоді 7 а 


зд,» що й треба 
було довести. 


Справедливим є також обернене твердження. 


Якщо будь-який член послідовності, починаючи з другого, 
дорівнює середньому арифметичному двох сусідніх із ним 
членів, то ця послідовність є арифметичною прогресією. 


пі б ал 


Якщо =а, (п22), то послідовність (а,) є арифме- 


тичною прогресією. 


Цю властивість використовують, якщо потрібно довести, що 
послідовність є арифметичною прогресією. 


Зауважимо: якщо арифметична прогресія скінченна, то ха- 
рактеристична властивість справедлива для всіх її членів, окрім 
першого та останнього. 


Узагальнена характеристична властивість арифметичної 

прогресії 

Кожний середній член арифметичної прогресії дорівнює се- 

редньому арифметичному рівновіддалених від нього членів: 
= а-к ъа, 

з 2 


(п-к21), 


а 


Члени арифметичної прогресії можна зображати точками на 
координатній площині (див. рисунок), причому всі точки лежа- 
тимуть на одній прямій. 

Послідовність, яку задано формулою а, =Еп+б, де Еі Б — 
числа, є арифметичною прогресією. 

Дійсно, розглянемо формулу п-го члена арифметичної про- 
гресії а, - а - (п -1). Розкриємо дужки та запишемо її у вигляді 
а, =а +йп-а, або а, зп (а - 4). Якщо ввести позначення: 0 = Е 
і а -1=0, то остання формула матиме вигляд а, = Еп +0б. 

Правильним є також обернене твердження. 

Будь-яку арифметичну прогресію можна задати формулою 
вигляду а, =Еп+0, дек 1б — числа. 


8 ПРИКЛАД 1 


Знайдіть різницю і тринадцятий член арифметичної прогре- 
С (В А0 Ве: 


Розв'язання 
"| Крок Зміст дії Результат дії Е 
й и Ж ЕЕ'ЕЕ'Е:Е::':бб--00 У 
: КРОК 1 Визначимо різницю а арифметичної прогресії (а, ) арз-2; аз з-0,8; 
: як різницю двох сусідніх членів прогресії. а=а,-а =1,2 


КРОК 2 Запишемо формулу п-го члена арифметичної прогре: 4з = +124; 


ооовоофоеоововое 


А сії (а,) для ауз та обчислимо його значення. = =0+1241,25 аа =18,4 А 


. . 
оосососссвововсовсововвовсововововововововсововсвововвововсоввсвсвосвввсвововсвсовововововововововововсвововововсововововсвсовсоссвссвовсооово 


Відповідь: 1,2; 12,4. 


0, ТРЕНУЄМОСЯ 


Ф Визначте різницю арифметичної прогресії: 


1) (а,): 3; 5; ... і знайдіть її третій член; 


2) (хи): 1; 6; ... і знайдіть її четвертий член; ібнвібнононорой бінакенні 
3) (си): 49; 45; ... і знайдіть її п'ятий член; ПОМІРКУЙТЕ 
оведіть самостійно: 
4) (у,,): 38; 35; ... і знайдіть її шостий член; Д А Ве 
. Ое Й . фаст, якщо пев 
5) (а,): 3; -2,6; ... і знайдіть її десятий член; Ет? в 
6) (а,): –5; -3,9; ... і знайдіть її одинадцятий член; (формула різниці); 
7) (ко) М АВ знайдіть її двадцять перший член; а. =а -(п-ка 
(формула п-го члена); 
8) (с, 126: 6-43 з ... і знайдіть її двадцять третій член. 
059803 а. = а-в +в К 
п 2 Ц 


Якщо відомі два несусідні члени арифметичної прогресії, її 
Е • а +а, =а, +а 
5 2 а а п т Е р! 
різницю можна знайти за формулою 0=—"—° (пк). 


= якщо п+т=Е+р. 
Наприклад, якщо в арифметичній прогресії С) х18 =11,2; 


2,6112 


Перевірити правильність до- 
Хо = Хх ведення ви можете, звернув- 
Ход 2-2,6, то а = 24 Е ; а Д й є 7! р У 
24-18 шись до інтернет-підтримки 
підручника 


8 ПРИКЛАД 2 РЕСОРТ РРЕРАНАИЗЕ И 


Визначте, чи є число 42 членом арифметичної прогресії, пер- 
ший член якої дорівнює -8, а різниця 4. Якщо так, то вкажіть 
його порядковий номер. 


=—2,8. 


сососссссвсоввововвсвввввовсвововововвссвсоввовсвввоооє 
СД 


Розв'язання 


оооовсссоввсвсвововввововсввввввововсввововсоввовввсвсвововвовсовввовововввввовсовововвввсвсвовввсвсвоввововсвовсовввввсвовсвввовввсвовововог 
. . 
. . 


"7 Крок Зміст дії Результат дії 


КРОК 1 Введемо позначення арифметичної прогресії та її (хи) -- задана арифметична 
й елементів для зручності запису розв'язання. прогресія; х 2-8; 4-4 


е . 
оооовосоввововововововововововвовосвовововввововововсововвсвововвоввсвовсоввововсвсвововововововововововововсвсввсввовововововововового 


оосссовововввоввсвсввоввввсвсввсввовввсвоввоввввсвссовввввовсввоввововсовввововвсвооввовсвсововссовсововосвововосввоввссввсввововсововововововово 
. 


"| Крок Зміст дії Результат дії і 
: гене нень ера пу нення | 
5 Запишемо формулу п-го члена арифметичної про- Р -4( п-1); : 
: гресії та підставимо в неї число 42. Розв'яжемо : 
Яя а | | 42--8-4(п-1); 
: отримане рівняння відносно п і перевіримо, чи ви- : 
: конується умова пе №. п=18,5; 18,5# № : 
: . 13,5є М, тому число 42 - 
| КРОК 3 Зробимо висновок, проаналізувавши отримане зна- З : 
: не є членом заданої арифме- : 
: чення. в У. : 
: тичної прогресії а 


Відповідь: число 42 не є членом заданої арифметичної прогресії. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


соососсововввввоввввввоввввове 
. 


КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ | 


Для того щоб визначити, чи 
є деяке число членом прогре- 
сії, потрібно: 


Ө Визначте, чи є число а членом арифметичної прогресії 15 
Якщо так, то вкажіть його порядковий номер. 


1) а-8; (ж, ): 0; 2; 4: 6. ..; 3) а-9; (.,): 52.4; 8; 25... 


1 
2) а-т; (х,,): 1; 3; 5; ..5 4) а=: (х): 85 2; 1; з 
1) припустити, що дане число Й 


Ж Визначте, чи є число а членом арифметичної прогресії (о | 5 
є п-м членом прогресії; 


якщо задано її перший член х; і різницю 4. Якщо так, то 


2) знайти його порядковий но- вкажіть порядковий номер числа а. 


оссосовсовововововововвввввововововог 


сосососововоссввсововововововег 


ер п; 
ні : 5) а=49; х 2-6; а=5; т) а=27,8; х -1,8; 4=1,8; 
3) перевірити, чи виконується 
умова пе М. 6) а=38; х; --10; д-8; 8) а--9,7; х -4,8; а=-1,4. 


. . 
. . 
оосссоссвсовввсвововссвовсвововововог 


= ПРИКЛАД 3 


Між числами -4 і 6,8 вставте два числа, щоб усі чотири числа 
утворили зростаючу арифметичну прогресію. Які це числа? 


Розв'язання 
7 Крок Зміст дії Результат дії : 


Введемо позначення арифметичної прогресії. Визна- ( х.) — арифметична прогресія 
чимо послідовність членів прогресії, враховуючи те, 

КРОК 1 ЩО -4 1 6,8 є деякими з них. Оскільки арифметична 
прогресія зростаюча, член -4 матиме менший номер, 
ніж член 6,9. Для зручності приймемо, що -4 є пер- 6,8 ә х, 
шим членом прогресії, 6,8 — четвертим. 


-4 -» Ху 
Ха; хз -» шукані члени (х,) 


КРОК 2  Х47658 - відомий член прогресії, запишемо для х;=х1+80; 6,8=-4+84; : 
нього формулу п-го члена і знайдемо а. за -10,8; а-3,6 
КРОК З Знайдемо х, і хз за рекурентною формулою хо=х+1, х,=-4+38,6= 0,4; 
а, а, ЧИ. хз=х5+0, хз 2 -0,4-3,6-3,2 
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Відповідь: -0,4; 8,2. 


Ф ТРЕНУЄМОСЯ 


Ө Перші чотири члени арифметичної прогресії мають вигляд: 

х, х+у, х+2у, х+8ду. Знайдіть хі у, якщо: 

1) перший і третій члени цієї прогресії дорівнюють відпо- 
відно 6 1 20; 

2) перший і третій члени цієї прогресії дорівнюють відповід- 
но 41 26; 

8) перший і четвертий члени цієї прогресії дорівнюють відпо- 
відно 51-48; 

4) перший і четвертий члени цієї прогресії дорівнюють від- 
повідно 31-54. 


Між числами а і Б вставте два числа так, щоб усі чотири 
числа утворили зростаючу арифметичну прогресію. Знайдіть 
п-й член цієї прогресії, якщо: 

5) а--9, 0=27, п=16; 7) а--1,4, Р-0,3, п=9; 

6) а--15, р-6, п=28; 8) а--5, Р-4,6, п= 21. 


Е ПРИКЛАД 4 


Знайдіть перший від'ємний член арифметичної прогресії (а, Е 
1,8; 5.9; но 
Розв'язання 


Для знаходження першого від'ємного члена арифметичної 
прогресії розв'яжемо нерівність а, «0 відносно п і знайдемо Її 
найменший натуральний розв'язок. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Послідовності в літературі 


Згадаємо віршові розміри: 
ямб, хорей, дактиль, амфібра- 
хій, анапест. У ямбі номери на- 
голошених складів утворюють 
арифметичну прогресію, у якій 
і перший член, і різниця дорів- 
нюють 2: 


2, 4, 6, 8, 10, .... 


Спробуйте описати арифметичну 
прогресію в інших віршових роз- 
мірах, наведіть приклади віршів. 


сосососововсвввсвсвсвсвовсововввсвовововововововововвсвсовововсовововововсвововововсовововововововововововсвововсовсвсвсововововововогое 
. 


Крок Зміст дії 


КРОК 1 Знайдемо а — різницю арифметичної прогресії (а,). 


КРОК 2 Запишемо формулу п-го члена в загальному вигляді та 
підставимо в неї значення а; 14. 


КРОК 4 Знайдемо найменший натуральний розв'язок отрима- 
ної нерівності та зробимо висновок щодо шуканого а,. 


КРОК 5 


Знайдемо а; за формулою п-го члена. 


Відповідь: -1,1. 


Результат дії 

а - 7,8; аг -5,9; : 
дФзаз-а з5,9-17,8--1,4 : 
а, = +0(п-1); : 
а, =7,3-1,4(п-1); 
а, =-1,4п+8,7 
з г 

-1,4п+8,7 <0; т : 
по-Т -- найменший нату- : 
ральний розв'язок, отже, : 
шукане а, =а; : 
аг = а +64; а; =-1,1 Е 


. 
сососовововсвввввввсвсововововововововсововововввсовововововововввововововововсововововововововововововвсововсоввововововововововового 


Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 

@ Визначте перший від'ємний член арифметичної прогресії: 
1) (6.77737 3) (а, 157832: 
2У (а ТОВ Во СЕРЛЕ 


буревій Використовуючи формулу а, = а, +0(п 1), знайдіть перший 


від'ємний член арифметичної прогресії: 


ЧИ ВІДОМО ВАМ! 5) (а,,): 93; 84; ...; 1) (417882 ТТ а 
Задачі, пов'язані з арифметич- 6) (а, ): 106; 95; ...; В) (а, 12 10,2: 8.5 зга 
ною прогресією, зустрічаються 
вже в давньоєгипетських папі- ПРИКЛАД 5 
русах. 


Доведіть, що послідовність, яку задано формулою у, -9-3п, 
є арифметичною прогресією. 


Доведення 
Щоб довести, що послідовність ( і) є арифметичною прогре- 
з з з й = Уһ і Уһ 
сією, перевіримо, чи виконується рівність у, Е. 


Крок Зміст дії Результат дії : 
ЭЭЭЭ 
: КРОК 1 Запишемо формули для у, і у,: урл =9-3(п-1); у, =9-3(п+1) 
Ура Уа = 9-3(п-1)+9-3(п+1)= 
=18-6п=6(3-лп) 


. . 6(3-л) 
: Перевіримо, чи виконується рівність 9-Зпа р нме 3(3-п)=3(3-л). 
: ЖРОК З - ц ; 
: ре ЕГЕ Зробимо висновок. Отже, послідовність (у, ), задана формулою ; 


у, -9-3п, є арифметичною прогресією 


Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 


у ПРИГАДАЙТЕ! Р (5) Знайдіть у, у Урні» якщо: 


дп Зп 


у= 40а о а о оз а 

С ТОТ “ Доведіть, що послідовність (у,) є арифметичною прогресією, 
якщо: 

1-5п 9п-4 

5) у," 2-бп; 6) у, =3п+7; Ту у,=—1—5 8) уһ = , 


2 
ПРИКЛАД 6 


У магазині «Етифіі8» яблука викладено в чотирикутну пірамі- 
ду (див. рисунок). Сторона першого (нижнього) шару складається 
з 12 яблук, сторона кожного наступного шару містить на одне 
яблуко менше, ніж сторона попереднього. Скільки яблук містить 
сторона шостого шару піраміди? 


Розв'язання 


оосовососвововвовововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововввововввововововов 
. . 


7 Крок Зміст дії Результат дії " 
: ні 
: Проаналізуємо умову задачі «сторона кожного Послідовність чисел, що виражають: 
: ЕО! наступного шару містить на одне яблуко мен- кількість яблук на стороні кожного : 
: ше, ніж сторона попереднього». шару, є арифметичною прогресією : 
: КРОК 2 Введемо позначення елементів отриманої ариф- х; =12, 4д--1, шуканий член про- : 
: метичної прогресії (х). гресії х, : 
: КРОК З Знайдемо х5, використовуючи формулу ха= +650; : 
Э п-го члена х, =х;+4(п-1). хе=12-5=1ї Е. 


. е 
сосссссссвоввовсвввввововововввовсвввввововсововововововововсвсвовсвовсвсвоввовсвсововововсововоосвсовсововововововсвовововововововового 


Відповідь: 7. 


Ф ТРЕНУЄМОСЯ 


(6) Розв'яжіть задачу. 


1) 


2) 


8) 


4) 


У 2017 р. в країні побудували один сучасний сміттєпе- 
реробний комплекс. У кожному наступному році пла- 
нується будувати на три таких комплекси більше, ніж 
у попередньому. Скільки комплексів планується побуду- 
вати у 2018 р.; у 2019 р.? 

За перший рік із моменту відкриття приватна ветеринарна 
клініка виділила на благодійні проєкти 60 тис. г. о. Кож- 
ного наступного року власник клініки планує виділяти на 
такі проєкти на 15 тис. г. о. більше, ніж попереднього. Яку 
суму (у г. о.) буде виділено на благодійні проєкти протягом 
6-го року з моменту відкриття клініки? 


Протягом місяця радіостанція проводила щоденний кон- 

курс серед своїх слухачів. Першого дня призовий фонд 

склав 6000 грн. Кожного наступного дня призовий фонд був 

на 200 грн меншим, ніж попереднього. 

а) Скільки гривень складав призовий фонд у четвертий 
день конкурсу? 

б) Складіть формулу, за якою можна обчислити суму грошей 


а, (У грн) призового фонду в п-й день конкурсу (1 «по 30) ; 


Автомобіль, виїхавши на автостраду, почав розганятися і за 
першу секунду подолав 10 м, а за кожну наступну секунду 
долав на 5 м більше, ніж за попередню, поки не досягнув 
швидкості 126 км/год. Далі автомобіль рухався з цією са- 
мою швидкістю. 

а) Скільки метрів подолав автомобіль за третю секунду від 
моменту виїзду на автостраду? 

На якій секунді автомобіль досягнув швидкості 126 км/год? 
Складіть формулу, за якою можна обчислити кількість 
а, метрів, які автомобіль долав автострадою за п-ну се- 
кунду від початку розгону. 


б) 
в) 


со» Н 


ТО ВЕ 5МАВТ 


Задача про найщільніше паку- 
вання куль, поставлена в 1611 р. 
Йоганном Кеплером, виникла із 
запитань: «Як дізнатися, скіль- 
ки ядер у купі на палубі ко- 
рабля, не рахуючи їх? Як скла- 
сти в трюм найбільшу кількість 
ядер?». Кеплер припустив, що 
найбільш щільним укладанням 
є пірамідальне. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Словацька компанія АегоМоЫі 
у 2017 р. планує запустити 
у продаж автомобіль, що лі- 
тає, -- автоліт. У повітрі він мо- 
же розганятися до 200 км /год, 
а по землі -- до 160 км/год. 
Максимальна дальність його по- 
льоту становить 700 км. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• Їз кожних дев'яти послідовних 
членів будь-якої арифметич- 
ної прогресії, що складається 
з натуральних чисел, можна 
скласти магічний квадрат. 


• Із простих чисел, що є члена- 
ми арифметичної прогресії, 
також можна скласти ма- 
гічний квадрат. Різниця такої 
прогресії має бути кратною 6. 


Спробуйте самостійно побуду- 
вати магічні квадрати з простих 
чисел -- членів арифметичної 
прогресії. 


МЕЛЬ 19“ 
ТО ВЕ $5МАРТ 


Зображення магічного квадрата 
на гравюрі Альбрехта Дюрера 
«Меланхолія» вважають першим 
у європейському мистецтві. 
Про цікаві властивості магічних 
квадратів ви можете прочитати 
в книзі Мартіна Гарднера «Мате- 
матичні головоломки й розваги». 


с (х,) — арифметична прогресія, ху =9, Ф--2. Знайдіть: 
1) х9; 8) хз-х1; 5) хін 
2) х›4; 4) ху кі 6) Хара: 
о В арифметичній прогресії: 
1) (а,): аз - 76, 2--8. Знайдіть а. 
2) 
3) 


хи) Х17746, Хв5 =120. Знайдіть а. 


а а, =208, а; --12, 4-11. Знайдіть п. 


(5): 
(а,): 
2 З а 
4) (х, ): ха Зі еВ а=-0,05. Знайдіть п. 
(0): 
(си): 


п 


5) (у, ) 12732, Узз - 114. Знайдіть а, уо. 


6) (с, ): сол =-58, сб = 229. Знайдіть а, сі. 


п 


з) Визначте, чи містить число т арифметична прогресія: 
1) (ж. )2 9; 16; 2: якщо т 296; 
2) 
3) 


а а =81,5; 4д--1,5, якщо тод; 


хг - -100; д-6,2, якщо т=55; 


п 


Хп 


5) (а 


6) 


п а2970; 466 - 92, якщо т= 44; 


(а,): 
(х): 
4) (у, ): 05=19; 05 =17, якщо т= 23; 
(а,): 
(сп): 


сп)! Сів 7717) Сз6 200, якщо т=112. 


п 


4 Визначте, чи є арифметичною прогресією послідовність (а,,), 


яку задано формулою п-го члена: 


1) а,явп-4; 3) а, =15-2п; 5) а, =1,8п; 
2) а, =п? +21; 4) а, = 2 ; 6) а= 1-8. 
па3 п 


бо Знайдіть невідомі елементи арифметичної прогресії. 


1) Сума другого та четвертого членів арифметичної прогресії 
дорівнює 6, а сума п'ятого і сьомого членів дорівнює 18. 


Знайдіть перший член і різницю цієї прогресії. 


2) В арифметичній прогресії (х,) х; =2,3; хід - 7,2. Визначте, 


скільки від'ємних членів містить ця прогресія. 


3) Шість чисел утворюють арифметичну прогресію. Сума пер- 
ших трьох чисел дорівнює -2,7, а сума трьох останніх до- 


рівнює 0. Знайдіть ці числа. 


4) Арифметичну прогресію задано формулою а= 21-4. 


Знайдіть порядковий номер першого члена прогресії (с,), 
який задовольняє умову с, 212. 


5) (а,) — арифметична прогресія; а; - аз =8, а,:а; -Т5. 


Визначте аг +17. 


6) (х,) — арифметична прогресія; х,:х=-1, Х» Хв --1. Енн 


Визначте 211. ЧИ ВІДОМО ВАМ? 

х5 
Слово «прогресія» вперше зу- 
стрічається в роботах італій- 


рт ба ію. Знай ського вченого Аніція Манлія 
) Три числаа, ріс утворюють арифметичну прогресію. Знай- Северина Боеція (бл. 480-524), 


діть б, якщо потроєна сума а і с дорівнює -54. 


Ө Розв'яжіть задачі, використовуючи характеристичну власти- 
вість арифметичної прогресії. 


римського державного діяча, 
2) Три числа т, п і Е утворюють арифметичну прогресію. філософа, математика. 


Знайдіть п, якщо добуток чисел т і ё дорівнює 144, а сума 
їх квадратів становить 180. 

3) Знайдіть усі значення х, при яких числа х-12; х; 7х утво- 
рюють скінченну арифметичну прогресію. 


4) Знайдіть усі значення т, при яких числа т? +11; 4ті т+1 
у поданому порядку утворюють скінченну арифметичну 
прогресію. 

5) Знайдіть натуральні значення п, при яких числа депо; 


1 
89 2п?; = -8 у поданому порядку утворюють арифме- зенне 


тичну прогресію. 

6) Знайдіть цілі значення а, при яких числа а-4; ү42- 38а ; ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
2а+7 у поданому порядку утворюють скінченну арифме- - 
тичну прогресію. 


т Розв'яжіть задачу. 


1) Цифри трицифрового числа, що записані послідовно, 
утворюють арифметичну прогресію. Сума цих цифр дорів- 
нює 21, а сума їх квадратів дорівнює 19. Знайдіть ці числа. 

2) Довжини сторін трикутника утворюють арифметичну про- 
гресію. Знайдіть довжини його сторін, якщо добуток чисел, 
що їх виражають, дорівнює 80, а периметр трикутника ста- 
новить 15 см. 

3) Амфітеатр цирку містить 10 рядів, причому в кожному на- 
ступному ряду на 18 місць більше, ніж у попередньому. 


Українські паралімпійці здобули 
117 медалей на Паралімпійських 
іграх 2016 р. у Ріо-де-Жанейро. 
У загальнокомандному заліку 
збірна України з цією кількістю 
нагород посіла третю сходинку. 


Визначте, в якому ряду рівно 170 місць, якщо десятий ряд Українські плавці Максим Кри- 
налічує 242 місця. пак, Євгеній Богодайко і Денис 

4) Плавець під час першого тренування подолав дистанцію Дубров одержали по вісім на- 
150 м. Кожного наступного тренування він пропливав на город, а найбільшу кількість 
50 м більше, ніж попереднього, поки не досягнув результа- золотих медалей (5) виборов 
ту — 800 м за одне тренування. Після цього під час кожного Максим Крипак. 


тренування плавець пропливав 800 м. 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Знайдіть закономірність і замі- 
ніть знаки питання числами. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 12 


@ Послідовність (х,) задано рекурентною 
формулою х, =3х,,а ху =-1. Знайдіть х». 


ГЕКККАКККККККККЕКЕКЕККККОКЕККККІККККЕККЕКК КІ КЕКККККККЮ КК 
е 


А Б В Г 
-8 -1 2 8 К 


. 
сосссовсовововововссвоввсввввсвсвсововововововововссвсовсовововеого 


. 
. 


сососовов 


(2 Знайдіть різницю арифметичної прогре- 
сії (а, Та 


оосссососововвввовссвововввсвсвсвсвововвововсовсововововсовововового 
. 


Ж Б В г 
: 2 Т 
: — -Б 5 ен 
: т 2 " 


. 
сосососоввввввовововвввсвсвовсвовововсовсовсввсввововсовсовсвовового 


Э Послідовність (с,) задано формулою п-го 


Зп 
члена с, == Визначте с, і. 


осссоссовововвввовввввввввововововвоввввсвововововосвсововововог 
. 


Фо Б В г 

7 ин Зп +3 Зп+1 Зп 

з —— тоні 

5 5 В 5 . 


. 
сосососовсооввововововсвовововвововововвовосвововввсввовоовове 


(4 визначте шостий член а; арифметичної 
прогресії (а,), якщо а; =2, а різниця до- 


рівнює 10. 
: А Б В Г 
: 20 0,2 -8 Тр 


сососссвсвсовововововововое 


а) Які дистанції плавець подолав під час другого та третьо- 
го тренувань? 

б) Під час якого за номером тренування плавець уперше 
досягнув результату 800 м? 

в) Скільки всього кілометрів плавець проплив за перші 
10 тижнів тренувань, якщо він тренувався тричі на тиж- 
день? 

г) Складіть формулу, за якою можна обчислити відстань 
а, (У м), яку подолав плавець під час п-го тренування. 


б 55 Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


б Знайдіть перший від'ємний член арифме- 
тичної прогресії (а, ): 26; 16; .... 


сосссосссововвсввсоовововововссвсовсововововововсвсвсвсовссввсвовог 
. 


А Б В ІЙ 
-1 -2 -4 -6 й 


ееовавоее 


6 Установіть відповідність між послідовністю, 
яку задано формулою п-го члена (1-3), та 
значенням її третього члена (А-Г). 


оосссссовсовввввововсвсоввввововсоввсвоввоввсовововововововововогое 
. 


1 х, =3-п А З - 
2 Ура Б 2 
п К 

3 2, =п? 6 В 1 
г 0 : 


. 
оосссссвсвввовсввсвввовввовсововввсвовововововсвововововововог 


в Укажіть найменший номер, починаючи 
з якого всі члени послідовності (Р, ) будуть 
більші за 19, якщо Б, =-54+6бп. 


(8) Вадим на першому тренуванні виконав 
10 віджимань. Кожного наступного трену- 
вання він виконував на З віджимання більше, 
ніж попереднього, поки не досягнув резуль- 
тату — 40 віджимань за одне тренування. 
1) Скільки віджимань виконав Вадим під 
час третього тренування? 

2) Під час якого за номером тренування Ва- 
дим уперше досягнув результату 40 від- 
жимань? 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо різниця арифметичної прогресії (а,) дорівнює 0, то 
ази =: 

2) Якщо перший і третій члени арифметичної прогресії до- 
рівнюють 4 і -4 відповідно, то другий її член дорівнює 0. 

3) Усі члени арифметичної прогресії, яку задано формулою 
х, 710п-9, додатні. 


4) Якщо різниця арифметичної прогресії (а) дорівнює 3, то 
РР = 6. 

5) Якщо різниця і десятий член арифметичної прогресії додат- 
ні, то всі перші дев'ять членів цієї прогресії також додатні. 


ЗАДАЧА «ДЗВІНКИ У РОУМІНГУ» 

Компанією «Київстар» тарифікація дзвінків у роумінгу здій- 
снюється похвилинно, плата за з'єднання не стягується. У таблиці 
наведено тарифи на телекомунікаційні послуги для контрактних 
абонентів цієї компанії (інформація станом на 2016 р.). 


ооссссовсоввововововвсвввввовввововововввввсовсвовсввввовввввввоовсвововововововового 
. . 
. 


Й Тарифна зона 1 2 3 4 7. 
: 000 о ННЯ 
: Вартість вхідного дзвінка, грн /хв 9 12 16 25 : 
5 Вартість вихідного дзвінка, грн / хв 9 12 16 85 : 
"Вартість смс-повідомлення, грн/шт. 8,5 8,5 8,5 8,5 3 


@9 Ліліані, яка зараз відпочиває в Хорватії (тарифна зона 2), 
подзвонила подруга з України. Скільки гривень коштувала 
Ліліані ця розмова, якщо вона тривала 10 хв? 


О Юрій, який зараз відпочиває в Єгипті (тарифна зона 4), по- 
дзвонив другові в Україну. Скільки гривень коштувала Юрію 
ця розмова, якщо вона тривала 5 хв? 


о Працівник компанії «Київстар» склав рекурентну формулу, 
за якою обчислюється вартість а, (у грн) передавання п-го 
смс-повідомлення для всіх тарифних зон: а, =а,, 4 -4,9. 
Чи правильну формулу склав працівник? 

ө Складіть рекурентну формулу, за якою можна обчислити вар- 
тість а, (у грн) вхідного дзвінка для тарифної зони З за п-ну 
хвилину розмови. 


Складіть формулу, за якою можна обчислити вартість а, 
(у грн) вхідного дзвінка для тарифної зони З за п хв розмови. 


к ША 


Леонардо Пізанський (італ. 
Іеопагао Ріѕапо, бл. 1170- 
бл. 1250), більш відомий як Фі- 
боначчі (Еібопассі), — перший 
значний математик середньо- 
вічної Європи. 

У 1202 р. з'явилася його зна- 
менита «Книга абака», що 
містила майже всі арифме- 
тичні та алгебраїчні відомості 
того часу. У ній розглядалися, 
у тому числі, властивості про- 
порції, арифметична і геоме- 
трична прогресії тощо. 
Цікаво, що числова послідов- 
ність Фібоначчі була ним від- 
крита в ході розв'язування 
задачі про розмноження кро- 
ликів, яку також було викладе- 
но в «Книзі абака». 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 


Оператор 
телекомунікаційних послуг 
Сьогодні надання послуг зв'язку 
є однією з найважливіших сфер 
бізнесу і посідає друге місце 
у світі після фінансово-банківської. 
Телекомунікаційні послуги: ін- 
тернет-послуги, послуги кол- 
центрів, відео- та конференц- 
зв'язок, інтерактивні медіа тощо. 


Е дон З 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Взірцем працелюбності та не- 
зламної волі є Микола Феодо- 
сійович Кузенний, відомий укра- 
їнський математик і педагог. 
Незважаючи на втрату зору в ди- 
тинстві, він отримав математичну 
освіту, став доктором фізико-ма- 
тематичних наук, професором; 
опублікував понад 160 наукових 
праць, підготував 15 кандида- 
тів фізико-математичних наук, 
2 з яких стали докторами фізи- 
ко-математичних наук. 


Э о) 


Э денно З 


б Визначте різницю арифметичної прогресії: 


1) (а, ): 2; 5; ... і знайдіть її третій член; 


Ж 54; 89; ... і знайдіть її четвертий член; 


п 


З) (ху) 
3) (а, ): -4; - 2,7; .. і знайдіть її дванадцятий член; 
4) (с,,): 


п «б 8 5 -9; ... і знайдіть її двадцять шостий член. 


о Визначте, чи є число а членом арифметичної прогресії (о 


Якщо так, то вкажіть його порядковий номер. 
1) ай, (ж 2-8 - 230; 20.1 2) 2-5, (20295 Ора 


Визначте, чи є число а членом арифметичної прогресії (х,), 
якщо задано її перший член х; і різницю 4. Якщо так, то 
вкажіть порядковий номер числа а. 


8) а=50, х =-12, 4д-4; 
4) а= 26,2, х= 5,8, а=-1,6. 


з) Перші чотири члени арифметичної прогресії мають вигляд: 


х, хчу, х+2у, х-Зу. Знайдіть хі у, якщо: 

1) перший і третій члени цієї прогресії дорівнюють відповідно 
8119; 

2) перший і четвертий члени цієї прогресії дорівнюють відпо- 
відно 51-46. 

Між числами а і Б вставте два числа так, щоб усі чотири 

числа утворили зростаючу арифметичну прогресію. Знайдіть 

п-й член цієї прогресії, якщо: 


8) а--4, ф-28, п=14; 


4) а=—6, Р-«8,1, п=16. 


Ө Визначте перший від'ємний член арифметичної прогресії: 


1) (а, би 2) (а, ): 28: 135... 


Використовуючи формулу а, з а| +0(п-1), знайдіть перший 
від'ємний член арифметичної прогресії: 


3) Гах, 2 127; 110. 4) а. З ЛОЗЕ ТІЛ 


Ө Знайдіть у, 1 З Мч» ЯКЩО: 


5п 


1) у, =п+8; 2) ніг, 


Доведіть, що послідовність ( у,,) є арифметичною прогресією, 
якщо: 


3) у, -6-2п; 4) у, = 


Бп-2 
г 


«а Розв'яжіть задачу. 


1) 


2) 


3) 


4) 


У 2017 р. за сприяння місцевої влади Національну оперу 
України відвідали 50 учнів певного міста. Заплановано, 
що в подальшому цю акцію буде подовжено й кожного на- 
ступного року оперу відвідають на 20 учнів більше, ніж 
попереднього. Скільки учнів цього міста відвідають Націо- 
нальну оперу України у 2018 р.; у 2019 р.? 
Протягом першого року з моменту реєстрації туристична 
фірма відкрила 8 своїх філіалів. Кожного наступного року 
планується відкривати на 4 філіали більше, ніж поперед- 
нього. Скільки філіалів буде відкрито турфірмою протягом 
сьомого року з моменту її реєстрації? 
Протягом двох тижнів видавництво проводило щоден- 
ний конкурс серед своїх читачів. Першого дня призовий 
фонд склав 4200 грн. Кожного наступного дня призовий фонд 
був на 300 грн меншим, ніж попереднього. 
а) Скільки гривень становив призовий фонд у третій день 
конкурсу? 
б) Складіть формулу, за якою можна обчислити суму гро- 
шей (у грн) призового фонду в п-й день конкурсу. 
Микола під час першого тренування виконав 14 присідань 
зі штангою. Кожного наступного тренування він виконував 
на 2 присідання більше, ніж попереднього, поки не досяг- 
нув результату — 42 присідання за одне тренування. Після 
цього Микола виконував 42 присідання зі штангою під час 
кожного тренування. 
а) Скільки присідань виконав Микола під час третього тре- 
нування? 
б) Під час якого за номером тренування Микола вперше 
досягнув результату 42 присідання? 
в) Складіть формулу, за якою можна обчислити кількість 
присідань, які виконав Микола під час п-го тренування. 


Бонусні завдання 


Ө Знайдіть різницю арифметичної прогресії, перший член якої 
дорівнює 28, якщо добуток другого та восьмого членів про- 
гресії є найменшим серед можливих. 


Довжини сторін прямокутного трикутника утворюють ариф- 
метичну прогресію. Знайдіть площу цього трикутника, якщо 
його гіпотенуза дорівнює 5. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Послідовність (5,) задано аналітично формулою п-го члена 


п 


1) 


7+8 
- зата. Знайдіть: 


581; 2) 8; 3) 85; 4) 83; 5) 81; 6) 8,1. 


4 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• 27 березня відзначають Між- 
народний день театру. 

• Найстаріший в Україні театр 
було побудовано в Харко- 
ві (1789), згодом -- у Києві 
(1806), Одесі (1810). Найбільш 
«театральне» місто в Украї- 
ні — Київ, у ньому 25 театрів. 


«ИТТЕ З 


ё 


66 Дев'ять індуських 
знаків суть такі: 9, 8, 7, 
ОПЭЛАТЗТОЛІЗадопо= 
могою цих знаків і зна- 
ка 0, який називається 
по-арабськи «сифр», 
можна написати яке зав- 
годно число. 99 


Фібоначчі 


5 18 СУМА ПЕРШИХ п ЧЛЕНІВ АРИФМЕТИЧНОЇ 
ПРОГРЕСП 


Ви навчилися визначати, яка послідовність є арифметичною прогресією, та зна- 
ВЧОРА | ходити невідомі елементи арифметичної прогресії 


Ви ознайомитеся із двома формулами для знаходження суми перших п членів 
СЬОГОДНІ арифметичної прогресії, дізнаєтеся, коли зручно використовувати кожну з них 
ЗАВЖДИ "я | Ви зможете розраховувати час тренувань, прогулянок, подорожей, планувати 
„59 витрати й прибутки своєї родини 


Клейтон Джейкобсон, прихиль- 
ник мотоциклетних перегонів, 
вирішив перенести їх на воду 
і розробив новий різновид мо- 
тоцикла -- аквабайк. Перший 
прототип аквабайка був ство- 
рений у 1965 р., а в 1968 р. 
у продаж надійшов промисловий 
аквабайк 5еа-Доо. 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ І) 


• арифметична прогресія 

е різниця арифметичної 
прогресії 

• п-й член арифметичної 
прогресії 

• формули суми перших 
п членів арифметичної 
прогресії 
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АКТУАЛЬНА ЗАДАЧА 


Організаторами спортивних змагань з аквабайку було створено 
призовий фонд. Сума найбільшої винагороди становила 12 000 грн, 
кожна нижча за рейтингом винагорода була на 1000 грн меншою. 
Визначте загальну суму призового фонду (у грн), якщо за резуль- 


У татами змагань було визначено 6 призерів. 


Коментар до розв'язання 

Можна безпосередньо обчислити суму винагороди, отриману 
кожним із призерів, і додати шість чисел, які є членами арифме- 
тичної прогресії. Цей математичний запис має вигляд: 12000-- 
+11000+10 000+ 9000 + 8000 +7000. Для зручності обчислень 
згрупуємо доданки: перший з останнім, другий із передостаннім 
і два середні: (12 000--7000)--(11 000+8000)+ (10 000+ 9000) = 
=19 000.3 = 57 000 (грн). Якби кількість доданків була значно біль- 
шою, такий спосіб був би обтяжливим і незручним. 


Виникає запитання: чи можна знайти суму п членів арифме- 
тичної прогресії за деякою формулою? 


ГОЛОВНА ІДЕЯ 


Розглянемо арифметичну прогресію а, а», аз, .., а,, яка 
містить скінченну кількість членів. Запишемо їх суму, позначив- 
ши її через 5,: 

5, = +а5 +аз+...+а, л +а,. (1) 

Якщо ми запишемо суму цих доданків у порядку спадання їх 
номерів - з а, до ау, то її значення не зміниться: 


5 =, +а, 1+...+аз+а+а. (2) 


Додамо почленно рівняння (1) і (2): 


25, - (ах +а,)+(а+а,1)+(а+а, )+...+(а0, 3+0) +(а, +0). (8) 


ПОМІРКУЙТЕ 

? У який спосіб юний Фрідріх : 
: Гаусс миттєво порахував суму : 
• аз +а, 1 =(0 -4)-(а, - Ф)за +а,; . чисел від 1 до 1007 
А8 ач 
. +96 + 97 + 98 + 99 + 100 : 


Проаналізуємо суми в дужках, скориставшись рекурентною у 
формулою а, = а, +4: 5 


• а +а,; 


• аз+а, з - (а +24) +(а, –21)=а ча, іт. д. 


Легко помітити, що кожна сума, записана в дужках у рівно- 


сті (3), дорівнює ау 3 4,, а кількість дужок — п. Тобто формула (8) е оо ооо аоооооооонаооааоонаннана Я 
набуватиме вигляду 28, =п: (а; +а,) , звідки: трона інтерпретація |: 
"7 формули суми арифметичної : 
арча, : 
У п : М аз +а 
2 : прогресії 5, = ЕС Ч 
Якщо перетворити одержану формулу, використовуючи фор- 
Р азе : а 
мулу п-го члена арифметичної прогресії а, - а -Ф(п-1) , отри- | : < Е > 
маємо: Н 
да, +а(п-1 
= 2а+а(п-1) З 
2 
Одержані формули називають формулами суми перших п чле- 
нів арифметичної прогресії. : а, +а, тя 
: ЕЕ 1 


Формули для обчислення суми перших п членів арифметичної 
прогресії: 


. . 
сосссоосвовсвсвввввсввввововововововов 


важан а: 5 «Дано 1). ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! М | 


З 2 Ў 2 
= ПРИКЛАД 1 И ". 
й й У" За яких умов зручно засто- : 
Складіть формулу для знаходження суми перших п членів Р совувати кожну з отриманих : 
арифметичної прогресії (аз якщо її перший член дорівнює -4,5, 1 формул суми? А 


а різниця д дорівнює 0,2. Обчисліть суму перших 100 членів цієї або нюїови «винбовасьнисх везненкйв» а 
прогресії. 

Розв'язання 

Крок Зміст дії Результат дії : 

ПА 

Запишемо формулу для знаходження суми перших 2.(-4,5)--0,2(п-1) : 

п членів заданої арифметичної прогресії, спростимо $, = 2 п; : 

: отриманий вираз. І 

: КРОК 1 2а, +4(п-1) 2 ((25)+0,0(п-1))  : 

: Використаємо формулу 8, = БЕ а 8, = ї п; : 

Підставимо в неї значення а; і й. 5. 20,1п2 -4,бп : 


Обчислимо суму перших 100 членів прогресії, тобто 8100 = 0,1:100? -4,6-100; 
аа ОРИАННООХ 5,00 21000-460-540 


Відповідь: 540. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


@9 Знайдіть суму перших п членів арифметичної прогресії, якщо: 


6,1-2 
158. (баја тл0г «бубон М од 
У оосссоссовсовововог й оосососововог я А (3,8 +5л)л 
7 ПРИГАДАЙТЕ! : 2) 5, =(4+п)п, п=8; 4 89805 + 390. 
а 5 - арча, 2) : Складіть формулу для знаходження суми перших п членів 
- 2 : арифметичної прогресії, якщо відомі її перший член а; та 
рр За, +4 (п-1) : різниця 4. Обчисліть суму перших 100 членів прогресії, якщо: 
"г 2 К. 5) а, =-32, д-4; 7) а, =—12,3, д-0,6; 
енене се сере енетвевавоееете 6) 265, 42-5; 8) 2181, 4-0,8. 


5 ПРИКЛАД 2 


Знайдіть суму перших 12 членів арифметичної прогресії (хи) А 
якщо х4=-8; х9 -25. 


Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії 
Фри 
: ах, +4(п-1) Ваау 
| КРОК 1 Запишемо формулу 5, и я для знаходження суми 2 : 
перших 12 членів прогресії і спростимо отриманий вираз. 545 =6:(2х1 +114) : 
КРОК 2 Запишемо формулу п-го члена арифметичної прогресії х4 = х +84; : 
для ху і х9. хо= х +81 
КРОК З Додамо почленно отримані рівності. Знайдемо значення виразу х, + хо = 2х +114; : 
2х, +114, підставивши значення х, і Хо. 2х:+110=-3+25=22 : 
Д зна- 
КРОК 4 Зауважимо, що вираз 2х; - 114 є складовою формули для зн 51» -6:22-132 


ходження 52, одержаної на кроці 1. Обчислимо значення 52. 


Відповідь: 132. 


ооосеовоооевооовооовооовооовоое в 


КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ : 4 ТРЕНУЄМОСЯ 
‚У деяких випадках для того, : 
: щоб скористатися формулою : (2) Знайдіть суму перших п членів арифметичної прогресії (х,) И 
5 якщо: 


2а +4(п-1) : 
щен а 1) п=16, 2х;+150=10; 5) п=18, ха 2-21, хі - 49; 
: необов'язково знаходити зна- - 2) п-14, 2х, -134--6; 6) п=20, х32-54, хз =82; 
: чення 4; і Й, а досить знати п: 3) п=8, хз -Х 2-15; Т) пе33, ху; 228; 


сг знамення виразу 2а; +а(п-1) е: 4) п=17, хи + = 24; 8) п=45, х, =-13. 


8 ПРИКЛАД 3 


Знайдіть суму всіх двоцифрових натуральних парних чисел. 


Розв'язання 


Крок Зміст дії Результат дії : 
ПЕ Р РО НН, 
: Створимо математичну модель задачі. Запишемо послі- 10, 12, 14, ..., 98 — ариф- : 
: КРОК 1 довність (а) двоцифрових натуральних парних чисел метична прогресія, у якій : 

і проаналізуємо її. 4-2, а =10, а, 2:98 


: а =а +4(п-1); 
| КРОК 2 Знайдемо кількість членів цієї послідовності, тобто знай- 
демо порядковий номер члена а, = 98. 


п= 45 
упра а, 26 45; 
з КРОК З Обчислимо шукану суму за формулою 5, пани. 19-98 
8,5 = 45; 
2 
5,5 =2430 
Відповідь: 2430. 
Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 
6) Обчисліть наведену суму: УА ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! : 
1) 1+2+3+...+20; З. «ооо й Р Кількість членів прогресії 10, : 
' ' : 12, ..., 98 можна було знайти : 
2) 1+2+3+...+15; 4) -1-2-3-...-56. : інакше. Кількість двоцифрових : 


чисел дорівнює 99-9-90, : 
з них рівно половина -- парні : 
числа. Отже, кількість парних : 
1 натуральних двоцифрових чи- : 
Т) усіх трицифрових натуральних чисел, кратних б іменших : сел дорівнює 45. : 

від 700; К ОРАР НИ ОА НИРО НЕГА « 
8) усіх трицифрових натуральних чисел, кратних 8 і менших 

від 600. 


Обчисліть суму: 
5) усіх двоцифрових натуральних чисел, кратних 5; 


6) усіх двоцифрових натуральних чисел, кратних 4; 


Будь-яка послідовність членів арифметичної прогресії, по- 
чинаючи з певного номера і до будь-якого іншого її номера (взя- 
тих підряд зліва направо), також є арифметичною прогресією 


з тією самою різницею: СЛІД ЗНАТИ! Ю 


до 5:05 Фі бр о різ з аа З 


арифметична прогресія 


= ПРИКЛАД 4 


Під час літніх канікул студент влаштувався на роботу. Оплата 
була такою: першого дня йому заплатили 10 г. о., кожного на- 
ступного дня — на 2 г. о. більше. Якою була зарплатня студента 
за останній тиждень (7 днів) роботи, якщо він працював упродовж 


місяця (80 днів)? 


Розв'язання 


ооссссвсовсовввсовввввоввоввовсввввововововвоввовсовововововововововсвовсоовввоосвовововововововововововововсовсовсвсовсовсвововововововововог 
. 


"| Крок 

: КРОК 1 
| КРОК 2 
| КРОК З 
: КРОК 4 
| КРОК 5 


Зміст дії 


Створимо математичну модель задачі. 
Розглянемо послідовність чисел, що 
виражають щоденну оплату протягом 
тижня, і проаналізуємо отриману послі- 


довність (х,): 


Визначимо, сума яких членів прогресії (92) 
є шуканою. 


Знайдемо суму членів арифметичної про- 
гресії (х,) з 24-го по 30-й член включно. 
Позначимо шукану суму через М: 
ху+х5+...+593 6094 +... Хо 


593 шукана сума М 


Результат дії 


10, 12, 14, ...; 
ом 10, 12, 14, ... — арифметична 
прогресія, х; 2-10, д-2 


Заданий період — останні 7 днів із 30, 
тобто шукана сума: х +...+ Хад Я Хзд 


М = 8-83, де 5з — сума перших 
30 членів арифметичної прогресії, 

5з — сума перших 28 членів арифме- 
тичної прогресії 


55=—1-——:28; 5786; 


2х, +294 


830 = :30; 536 =1170; 


М «1170-1736 = 484 


оссссоссовсосвововово 


т прикладі 4 шукану суму М 
"7 можна знайти також як суму 
всіх семи членів арифметичної 
прогресії (Ь,), перший член 
якої 454, а сьомий -- азо, 
0=2: а,, ә 8 


Відповідь: 484 г. о. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


17 95 7? 031 


оооооовоооовоооовоовоео 


К існування? 


4 Розв'яжіть задачу. 


1) За перший рік із моменту створення музичний гурт дав 
8 благодійні концерти. Кожного наступного року гурт 
проводив на 5 таких концертів більше, ніж попереднього. 
Скільки благодійних концертів дав гурт за 10 років свого 


2) 2014 р. в місті відкрили 2 точки безкоштовного доступу до 
УУ/1-Кі. Кожного наступного року відкривали на З таких точ- 
ки більше, ніж попереднього. Скільки всього таких точок 
доступу до У/1-Кі відкрили в місті за З роки (2014-2016)? 


3) У змаганні зі стрільби за кожен промах у серії із 30 пострі- 
лів стрілець отримує штрафні бали: за перший промах — 
1 бал, аза кожний наступний промах -- на 0,5 бала більше, 
ніж за попередній. 
а) Скільки штрафних балів отримає стрілець за З промахи? 
б) Складіть формулу, за якою можна обчислити загальну 
кількість 5, штрафних балів, отриманих стрільцем за 
п промахів (1«п«30). 


4) Тривалість прогулянки з немовлям першого дня станови- 
ла 20 хв. Кожного наступного дня тривалість прогулянки 
збільшувалася на 10 хв, поки не досягла 2 год. 

а) Скільки часу (у хв) тривала прогулянка у третій день? 

б) Знайдіть загальний час (у хв), який немовля перебувало 
на вулиці в перші 3 дні. 

в) Складіть формулу, за якою можна обчислити загальний 
час 5, (У хв) прогулянки з немовлям за п перших днів. 


Ф Знайдіть суму перших п членів арифметичної прогресії (а, ) 
за такими даними: 


1) ав-13, д--4, п= 1; 


з 
4) а2=122, Тав. 


2) а10=1,5, 4-0,5, п= 21; 5) а, =5п-4; п=11; 


3) а5=1,8, ауз = 0,5, п=10; 6) а, =15-8п; п=24. 


Ө Знайдіть невідомі елементи арифметичної прогресії. 
1) (х,) — арифметична прогресія; ху =24, д--6, 8, = 570. 
Знайдіть п. 
2) (с,) — арифметична прогресія; сіб =18, 0=4, 5, = 400. 
Знайдіть п. 


Шо – 06 = 24, 


8) -- арифметична прогресія; | 
Кум) ул Уз - 28. 


Знайдіть 52. 


с2 +с2 = 584, 


Знайдіть $5. 
сур 65 = 24. і 


4) (с,) - арифметична прогресія; 


5) 8, =бп? п — формула, якою виражається сума перших 
п членів арифметичної прогресії (а,). Знайдіть ад. 


Е 2 
6) (а) -- арифметична прогресія; а, - вет -- формула п-го 
члена, 5, - 4. Знайдіть п. 


4 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


ПУ / 


° Незабаром з вулиць Лондо- 
на почнуть зникати загально- 
відомі червоні телефонні буд- 
ки -- один із символів міста. 
Їхнє місце займуть сучасні 
цифрові стенди, які забезпе- 
чать безкоштовний бездро- 
товий доступ до Інтернету за 
технологією МУЇ-Бі, дозволять 
здійснювати безкоштовні те- 
лефонні дзвінки і заряджати 
гаджети. 


» Термін «МУЇ-Рі» спочатку був 


придуманий як гра слів, щоб 
привернути увагу споживачів 
«натяком» на НІ-Рі (англ. НідП 
Еіавіїїу -- висока точність). 
Зараз термін «МУі-Рі» ніяк не 
розшифровується. 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Знайдіть закономірність і встав- 
те замість знаків питань число 
і вирази. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Говерла -- найвища вершина 
України, її висота сягає 2061 м 
над рівнем моря. Назва похо- 
дить від угорського Нодуаг (сні- 
гова гора). Раніше гора мала 
назву «Говирла», але під час 
складання австрійської військо- 
вої карти припустилися орфо- 
графічної помилки. На Говерлі 
стоїть мармурова плита, в яку 
вмуровано двадцять п'ять кап- 
сул із землею з усіх регіонів 
України. 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 


Податковий інспектор стежить 
за дотриманням податкового 
законодавства, контролює над- 
ходження платежів у бюджет, 
перевіряє фінансові документи 
платників податків. 


Необхідні особисті якості: аналі- 
тичне мислення; уважність; чес- 
ність; відповідальність; хороша 
пам'ять. Державний податковий 
інспектор повинен мати вищу 
освіту в юридичній, економічній 
або фінансовій галузі. 


6) Розв'яжіть задачу, використовуючи формулу суми перших 


п членів арифметичної прогресії. 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


Знайдіть суму всіх двоцифрових чисел, кратних 5, але не 
кратних 10. 


Знайдіть суму всіх двоцифрових чисел, що не діляться на- 
ціло ні на 5, ні на 10. 


Знайдіть суму всіх непарних трицифрових чисел, крат- 
них 3, не менших від 333 іне більших за 500. 


Різниця шостого і третього членів арифметичної прогресії 
дорівнює 468, а четвертий її член більше, ніж перший, на 
52. Знайдіть суму членів цієї прогресії. 


Під час сходження на Говерлу група спортсменів подолала 
маршрут за 5 год. За першу годину було пройдено 1300 м, 
кожної наступної години -- на 100 м менше, ніж за попе- 
редню. Визначте довжину маршруту. 


Для організації фуршету було закуплено товари за пе- 
реліком із 27 найменувань. За умовами акції, купуючи 
продукти харчування, покупець отримує за перше найме- 
нування 2 бонуси, за кожне наступне -- на 1,5 бонуса біль- 
ше. За всю покупку було нараховано 32 бонуси. Визначте 
кількість найменувань товарів, які не є продуктами хар- 
чування. 


ЗАДАЧА «ПОДАТОК НА ПРИБУТОК» 


Оподатковуваний прибуток текстильного підприємства у січні 
становив 1000000 грн. Кожного наступного місяця цей прибуток 
був на 30000 грн більшим, ніж попереднього місяця. Місячна 
ставка податку на прибуток становить 15 %. 


а Знайдіть прибуток (у грн), що підлягає оподаткуванню, одер- 
жаний у другому місяці (лютому). 


Ө Складіть формулу, за якою визначається прибуток у, (у грн), 
що підлягає оподаткуванню, одержаний в п-му місяці 
(1 «пс 12) 5 


(з) Знайдіть загальний оподатковуваний прибуток цього підпри- 
ємства за рік (у грн). 


4 Розрахуйте суму (у грн) податку на прибуток, яку має спла- 
тити підприємство за перший місяць (січень). 


Ө Розрахуйте суму (у грн) податку на прибуток, яку має сплати- 
ти підприємство за весь рік. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 13 


@ Суму перших п членів арифметичної про- 
гресії задано формулою 5, -(6--п)п. Знай- 


діть 5. 
А Б В Г 
4 10 24 40 


сосссссовсововововвовсовсввовосввововсововввовововсввсввовсовововововоо 


Ө Обчисліть суму арифметичної прогресії: 
1+2+8+...+11. 


ооссосссвсввовововсвсввоввввоввсововововсввсвввовсвсвсввовововогог 


соссоссвовсвсовововвввсвввовововововововсовововсовововововововог 


Ө Укажіть формулу для знаходження суми 
перших п членів арифметичної прогресії, 
якщо 2 =1, =5. 


оосососвссссвсвововсововсововввввовсовсововововсосовсвсвсвссссвсоссовогог 


А В 
С я 8, =5п-4 
2 
Б Г 
з, = 2112 5, =5п+1 


Ө Знайдіть суму перших 10 членів арифме- 


тичної прогресії, якщо а =4, а =40. 


оооеоосооеоооооооооосвовоооовввововсосооовсоососеоооовоооооо е 


Э, 5 Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


Ө Установіть відповідність між арифметич- 
ною прогресією, яку задано формулою 
п-го члена (1-3), та формулою суми пер- 
ших п членів (А-Г) цієї прогресії. 


оооеооооеоеовооооооооовооеосоовеововооосоовоссооеосоеововосоесеоое 


1 а, =п А 8, =п(п+1) 

2 а, =2п Б 8, =п(п+3) 

5) а, =п+1 В З= п(п+1) 
2 

і 8, з 19) 


. . 
сосоововсовсвововвввоовововввввовововвввовововвововсвововововоо 


Ө Знайдіть: 


1) кількість усіх двоцифрових натуральних 
чисел, кратних б; 

2) суму всіх двоцифрових натуральних чи- 
сел, кратних б. 


Ө 2011 р. одна з кіностудій випустила 12 муль- 
типлікаційних фільмів. Кожного наступ- 
ного року ця студія випускала на З таких 
фільми більше, ніж попереднього. 

1) Скільки мультиплікаційних фільмів ви- 
пустила ця студія у 2016 р.? 

2) Скільки всього мультиплікаційних філь- 
мів випустила ця студія за 6 років (2011- 
2016)? 


сь На 


ТО ВЕ 5МАВТ 

Радимо прочитати 

книжку Саймона Сінгха «Сімпсони та їхні мате- 
матичні секрети». Ви дізнаєтеся, як найважливіші 
математичні ідеї (число л, нескінченність, історія 
виникнення чисел тощо) утілено в епізодах попу- 
лярного мультсеріалу «Сімпсони». До речі, відо- 
мо, що всі сценаристи серіалу мають учену ступінь 
з математики, фізики або інших наук. 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 
обгрунтуйте. 


1) Якщо 5, -980 і 5, =1000, то а, =20. 


а +а +аз 


2) Якщо =40, то 8, =120. 


8) Якщо а=7, то 81 =77. 


Йоганн Карл Фрідріх Гаусс 

(1777-1855) (нім. Јоћапп Сах! 4) Якщо а; за, =1, то 5,5 =15. 
Егіеаіеісћ Саиб) — німецький 
математик, механік, астроном, 
фізик, геодезист. 


5) Якщо 2=4, то 5: -5, -4. 


Гаусс був настільки відомим, 
війська підійшли до Геттінгена, 
Наполеон наказав поберегти 


місто, в якому живе «найви- 
датніший математик усіх часів». 


Ф Знайдіть суму перших п членів арифметичної прогресії, якщо: 
17,5-Зп)п 
1) 5, =(3+л)п, п=15; 2) зо вові, п= 40. 
Складіть формулу для знаходження суми перших п членів 
арифметичної прогресії, якщо відомі її перший член а 


та різниця 4. Обчисліть суму перших 100 членів цієї про- 
Е т 
8) а; =-718, а-б; 4) а; =19,4, а=-0,5. 


2] Знайдіть суму перших п членів арифметичної прогресії (х,), 
якщо: 


= 1) п=18, 2х1+170=-11; 3) п=24, х;=-34, ху 198; 
2) п-10, х,+х0=25; 4) п=51, х, =100. 


Ө) Обчисліть суму: 
1) 1+2+8+...+88; 


| Див. приклад 3 2): =1=28-8=;.=51;5 
8) усіх двоцифрових натуральних непарних чисел; 


4) усіх трицифрових натуральних чисел, кратних 9 і менших 


від 800. 


Ө Розв'яжіть задачу. 
1) 2014 р. авторка бестселерів провела 4 зустрічі з читача- 
6 Див. приклад 4 ми. Кожного наступного року вона проводила на 2 такі 
зустрічі більше, ніж попереднього. Скільки всього зустрі- 
чей авторки з читачами відбулося за З роки (2014-2016)? 


2) Протягом першого року з моменту виходу на європейський 
ринок українські фермери продали 5 тис. л соняшникової 
олії. Кожного наступного року вони продавали на 2 тис. л 
олії більше, ніж попереднього. Скільки всього літрів со- 
няшникової олії продали українські фермери за 12 років 
з моменту виходу на ринок Європи? 


3) Альпіністи в перший день сходження піднялися на висоту 
300 м. Продовжуючи підйом, кожного наступного дня вони 
проходили на 50 м менше, ніж попереднього. 


а) На яку висоту піднялись альпіністи за 2 дні сходження? 


б) Складіть формулу, за якою можна обчислити висо- 
ту 5, (У м), яку подолали альпіністи за п днів сходжен- 
ня, 1<п<7. 


4) Швидкісний потяг, відходячи від станції, за першу секун- 
ду пройшов 10 м, а за кожну наступну секунду проходив 
на 5 м більше, ніж за попередню, поки не досягнув швид- 
кості 144 км/год. Після цього потяг рухався рівномірно 
з цією швидкістю. 

а) Скільки метрів пройшов потяг за четверту секунду від 
початку руху? 

б) Скільки всього метрів пройшов потяг за чотири секунди 
від початку руху? 

в) Складіть формулу, за якою можна обчислити від- 
стань 5, (у м), яку пройшов потяг за п секунд від по- 4 
чатку руху. 


Бонусне завдання 


Ө Довжини сторін многокутника утворюють арифметичну про- 
гресію, різниця якої дорівнює 2 см. Знайдіть кількість сторін 
многокутника, якщо його периметр 217 см, а довжина най- 
більшої сторони 87 см. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Знайдіть закономірність та вставте замість знака питання 
пропущене число: 


1) 1; 8; 9; ?; 4) е б 2 9; 17) 64; –32; ?; -8; 
80 40 20 
2) 1; 2; 4; 2; 5) =; 2; 8; ?; 8) 81; ?; 9; -8. 
з 1, Е - 105 6) 1, 2; 12; ?; 
10" 100" 1000 3 


со» Н 


ТО ВЕ 5МАВТ 


Прочитайте влітку 

5 книжок, які радить Білл Гейтс: 

• Джордан Еленберг «Як не по- 
милятися. Сила математично- 
го мислення» 

» Ніл Стівенсон «Сім Єв» 

• Нік Лейн «Життєво важливе 
питання: Енергія, еволюція та 
походження життя» 

• Рьокі й Хіроші Мікітані «Сила 
конкурувати» 

• Ювал Ной Харарі «Ѕаріепѕ: 
Коротка історія людства» 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Р 


• У Японії створили найдовший 
і найшвидший потяг на магніт- 
ній подушці, здатний розвива- 
ти швидкість до 500 км/год. 

° Майже всі надшвидкісні па- 
сажирські експреси мають 
довгий гострий ніс, схожий на 
дзьоб зимородка, що дозво- 
ляє їм безшумно виїжджати 
з тунелів. 


ё 


се Мої результати мені 
давно відомі, я тільки 
не знаю, як я до них 
дійду. 99 


Карл Фрідріх Гаусс 


Ви дізналися, що таке арифметична прогресія, вивели формули, за допомогою 
яких можна розв'язувати прикладні задачі, пов'язані з арифметичною прогресією 


Ви ознайомитеся з новою числовою послідовністю -- геометричною прогресією, 
ТГ елементами і властивостями 


Ви зможете усвідомлено вживати вислів «зростає в геометричній прогресії» 


Завдяки соціальним мережам 
ми отримали необмежені мож- 
ливості для спілкування. 

- Щосекунди 8 осіб на планеті 
приєднуються до будь-якої 
з існуючих соціальних мереж. 

• Еасебоок за чисельністю — 
третя «країна» у світі, після 
Китаю та Індії, з населенням 
близько мільярда чоловік. 


"Кожний користувач соц- 
мереж має в друзях у серед- 
ньому 195 осіб. 


9 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


Протягом першого тижня статтю, що з'явилася в соціальній 
мережі, прокоментували 20 користувачів. Кожного наступного 
тижня до існуючих коментарів додавалося в З рази більше комен- 
тарів, ніж їх було попереднього тижня. Така тенденція тривала 
лише 3 тижні. Скільки коментарів до статті було залишено про- 
тягом третього тижня від її появи? 


Розв'язання 
Складемо таблицю за умовою задачі. 


сососссововсоввввсвсвоввовововововсввововсовсововововововсоврововововсововсововссововового 
. . 


. 
е 


Номер тижня п 1 2 3 
5 | 


Кількість коментарів (Б) 20 20-3-60 (20-3)-3-60:3-180: 
Щотижня кількість коментарів, що з'являлися, збільшувала- 

ся втричі порівняно з попереднім тижнем. Отже, протягом другого 

тижня з'явилося 60 коментарів, а протягом третього — 180. 


У цьому параграфі ми розглянемо послідовності, у яких кож- 
ний наступний член отриманий із попереднього шляхом множення 
на одне й те саме число, відмінне від нуля. Вважають, що перший 
член таких послідовностей також відмінний від нуля. 


Означення 1. Геометричною прогресією називають послі- 
довність, кожний член якої, починаючи з другого, дорівнює 
попередньому члену, помноженому на одне й те саме від- 
мінне від нуля число. 


Означення 2. Число, на яке множаться члени прогресії, на- 
зивають знаменником геометричної прогресії і позначають 
літерою 4. 


Введемо позначення: 

(6,) — геометрична прогресія; 

9 -- знаменник геометричної прогресії; 
п -- номер члена геометричної прогресії; 


Б -- перший член прогресії; 


Б, -- п-йӣ член прогресії; 
Б -- наступний за п-м член прогресії; 
Бол -- попередній для п-го член прогресії. 


Знаючи 9, можна задати геометричну прогресію рекурентною 
формулою: 
ро = 6, я пе У, 0, +0, 4-0). 


р 
Цю формулу можна записати ще й так: 7 агт Тобто в гео- 
п 
метричній прогресії відношення кожного члена, починаючи з дру- 


гого, до попереднього є сталим числом, яке дорівнює знаменнику 
геометричної прогресії 4. 
Наведемо приклади геометричної прогресії. 


оосссоовсововсвововвссвввсввввввововововововвовововововзовововововововововововововово 
. 


7. Геометрична Перший  Знамен- Знак і ве- Властивість ? 
1 прогресія (6) член 0, ник 4 личина д послідовності : 
: 0 НН А 
21; 2; 4; 8; 16;.. 1 Я 420 зростаюча 1 
ЗА 9312, 27 І О«д«1 | спадна : 
3; -6; 12; -94; ... 8 -2 9<0 знакозмінна .: 


е 
оосссссссвсоввоввовсвсвссвоввввсвсововвссовововсововововосвсововсововововсововововововововогог 


Зауважимо, що перші члени прогресії в наведених прикладах 
є додатними числами. 


РОЗМИНКА 1 
Визначте, чи є геометричною прогресією послідовність: 
1) 2; 6; 18; 54; ...; 3) 3; -8; 8; –8; ...; 
2) -3; -9; -27; -81; ...; 4) 2; 4; 6; 8; .... 


Ө Укажіть перший і другий члени та знайдіть знаменник гео- 
метричної прогресії: 


1) 5; 10; 20; 40; ...; ЗВАО В Еа 
2) -2; 8; 32; 128; ...; Ауу ак ОВ. 
Ө Запишіть перші чотири члени геометричної прогресії (би)» 
якщо: 
1) 5, -1; 4-5; 3) 5, =-5; 4-4; 


2) | -2; 4=-1,5; 4) 6, 2-8; д--0,5. 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ і) | 


е геометрична прогресія 
е знаменник геометричної 
прогресії 
е п-й член, формула п-го 
члена геометричної про- 
гресії 


е характеристична властивість 


геометричної прогресії 


соссссоввовововввоввововововог 
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СЛІД ЗНАТИ! 


И бам 70,4 
(пе У, Б, +0, 4-20); 


. . 
. . 
оосссососовсовововововововововововог 


оеоосовоооооооооовоооввоооооое о 
. 


КЛЮЧОВИЙ МОМЕНТ · 


• Спадною вважають гео- 
метричну прогресію (6), 
у якій 50,20 і 0<09<1. 

• Зростаючою вважають гео- 
метричну прогресію (Б), 
у якій 60201421. 


сосссовсвввовововово 


. . 
соссссоввововввввсвсввввововсвовового 


ПОМІРКУЙТЕ 


7 є Чим відрізняються 
рекурентні формули для 
арифметичної і геометрич- 
ної прогресій? 


• Наведіть приклади зро- 
стаючої, спадної та знако- 
змінної геометричних про- 
гресій. Як знак і величина 
знаменника 9 впливають 
на властивості прогресії? 


сссссовсоввсвововововвововововог 
е 


7 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 
: Формула п-го члена геоме- : 
1 тричної прогресії має вигляд: ·: 


. 
ооооооовооеововоооовоооововоооооооое 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У стародавніх греків поняття 
геометричної прогресії було 
логічним продовженням по- 
няття геометричної пропорції: 
а:6=60:с. Квадратний корінь 
із двох додатних чисел Р = Мас 
називали середнім геометрич- 
ним (або середнім пропор- 
ційним) двох чисел. Звідси 
й назва геометричної прогресії. 


Тоді її позначали символом 


% ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


им відрізняються форму- 1 
ли п-го члена арифметичної : 
: та геометричної прогресій? 


р" ПОМІРКУЙТЕ - 
о 


. 
ооссоввосвсоввввсвовсввввоввововововове 


©  СЛІДЗНАТИ! 


Геометричну прогресію, як і арифметичну, можна задати як 
рекурентною формулою, так і формулою її п-го члена. 
Розглянемо геометричну прогресію (ь,,) зі знаменником 4: 
5 -- її перший член; 
б =, :79 -- другий член; 
- ‹ - ‹ . = . 2 кан 52 . 
бв -Вгг9-бу Ф4-бЧ третій член; 
ба 
ь, =, :4 =, :02-д=Ь, :д8 — четвертий член іт. д 
4 = 3 1 1 . д. 
оз 
Маємо: 
Б =6,:99, бує, =, Б, =: іт. д. 
Отже, для будь-якого номера п справедливою є рівність 
В =0;-07; 


РОЗМИНКА 2 


«р Дано геометричну прогресію (5, ). Знайдіть: 


1) б, якщо б, -2, 4-3; 3) 65, якщо бу «-18, 4-- 1; 

2) Ь,, якщо Б, 2-3, 4--2; 4) Бір» якщо В, - 2, 4-32. 
ө Запишіть формулу п-го члена геометричної прогресії: 

1) 2: -4: 8: - 16; 3) 0,3; 0,3; 0,3; 0,8; ...; 

2) - 1: -3; -9; - 275 ...; 4) 28: 8; ів Оа 


:955%05 
Розглянемо властивості геометричної прогресії. 


Характеристична властивість геометричної прогресії 
Квадрат довільного члена геометричної прогресії, починаю- 
чи з другого, дорівнює добутку попереднього і наступного 


її членів. 


Якщо (Ь,) — геометрична прогресія, то Б? =Б, 1 :Б,1. 


Доведення 
Запишемо формули для р, і б, через 0,: 


Б 
баг» Фан =6,:9. 
9 


і Ь а 
Тоді Б, 1:64 = Рен: :4 =Ъ2, що й треба було довести. 


Якщо Б = ас, деа, Б, с — дійсні числа, а>0, Р»0, с»б, 


то Б є середнім геометричним чисел а іс. 


Справедливим є також обернене твердження: 

Якщо кожний член послідовності, починаючи з другого, є се- 
реднім геометричним двох сусідніх із ним, то ця послідовність 
є геометричною прогресією. 


Якщо 5, 1:6, = ь2 , то послідовність (5, ) є геометричною про- 
гресією. Тоді |В, |= (Б, 1:6,.1 · 


Інше формулювання характеристичної властивості геоме- 
тричної прогресії 


Модуль кожного члена геометричної прогресії, починаючи 
з другого, є середнім геометричним двох сусідніх із ним. 


= ПРИКЛАД 1 


Відомо, що в геометричній прогресії (р,) б; --12, 6 =24. 
Знайдіть 6. 


Розв'язання 


оооосососвовсовсвовововсвсвсововвввовсововссвввсвовсовововссвсововововсссововововвсоововововового 


Зміст дії 


КРОК 1 й 
обчислимо його значення. 
Запишемо формулу п-го члена для одного з відомих 
КРОК 2 членів прогресії, наприклад для 6, та обчислимо зна- 
чення Б). 
КРОК З Запишемо формулу п-го члена для шуканого 06; та об- 


числимо його значення. 


сссоссовсвовввововссвовововсвоововововвесвсвовввсвсввоввовсвовсввововововввовсвсосввоввсвсввововог 


Зауважимо, що на третьому кроці розв'язання можна було 
знайти бу через б; або через 5, тобто: фараони" або Бареа". 
Відповідь: - 768. 
(Й) ТРЕНУЄМОСЯ 


Ф У геометричній прогресії (Б, ) знайдіть член Б,, якщо: 


1) 5,22, 6,=10,п=3; 5) тт 
2) 528, 6,=12,п=3; 6) бо, 6=-1,п=9; 
1 том 2 2 2 әт’ 3 9 Й 
5 5 2 
8) ==, ==, п= 5; 7) б. =——, =, п= 12; 
) 1 8 2 4 ) 5 з 6 
т т 3 3 
Е ИЛЕТ ЗУбоо бо Ве Г 
) 1 27 2 9 ) 8 5 9 5 


р" ПОМІРКУЙТЕ 


? Побудуйте на одній коорди- : 

2 натній площині точки, ордина- : 
ти яких утворюють арифме- : 
тичну і геометричну прогресії 4 
з однаковим першим членом : 
ї рівними знаменником та різ- : 
ницею. Зробіть висновки. 


. . 
оосссссосовсвововововсовововововововог 


ооооооооооооооооеооооеовоооеооовосоооооеоооое 


Результат дії 


Запишемо формулу для знаходження знаменника 0 та 


1248.8 1 
10 : 
511 261347 5 у =- (-2) А 
Ь.=__8..92.98; Ь. =768 
17315 2 0113 


сооссссввоввввввсвсввовсвввввсоввовсвового 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Позначення знаменника гео- 
метричної прогресії 4 похо- 
дить від французького слова 
диоїепі -- частка. 


| КРОК 2 


| КРОК З 
: КРОК 4 
| КРОК 5 


| КРОК 6 


| КРОК 7 


| КРОК 8 


| КРОК 9 


5 ПРИКЛАД 2 


Визначте чотири числа, що утворюють спадну геометричну 
прогресію, у якій сума крайніх членів дорівнює 65, а сума серед- 
ніх членів дорівнює 20. 

Розв'язання 


Зміст дії Результат дії я 
НЦ | 4 
Хі» Хо» Хз, Ха -- геометрична : 
прогресія, тоді: : 
ху+х4 =65 (1) 


х9+х:=20 (2) 


Виразимо всі члени геометричної прогресії 
через х| 14. 


Введемо позначення членів геометричної прогресії. 


Запишемо систему рівнянь (1) і (2), враховуючи х +19 «65, 
результат кроку 2. 


Розв'яжемо отриману систему рівнянь. Для цьо- х19(1+9)=20; 
го розкладемо ліву частину кожного рівняння на 


2 
множники, поділимо почленно перше рівняння х.(1+4)(1-9+4 | 65 


на друге і скоротимо дроби в лівій та правій ча- х19(1+9) 20 
стинах рівняння (2-1, 420, х; є 0). 1-ача? 38 
9 4 


- АР 2 _ . 
Застосуємо основну властивість пропорції, отрима-  4- 44-44" - 134; 
ємо квадратне рівняння. 442 -179+4=0 
Розв'яжемо отримане квадратне рівняння — знай- 
демо його корені 4; 1 92. 


Оскільки за умовою прогресія : 


1 
спадна, то 0«4«1, тому Я 


Знайдемо ху із будь-якого рівняння системи, на- 20 20 20 
приклад із рівняння (2). = до! Е чне 
4 16 16 


1 
х Б о ню 
. . 1 
Визначимо решту чисел, які є членами прогресії. Х3 = Х24 216; а= 4; 


к,=30=4-2=1 


Відповідь: 64; 16; 4; 1. 


Флевуемося В помийте 


Ө Визначте чотири числа ху, х, х3, Ха, що утворюють: 7" Спробуйте довести: 
1) зростаючу геометричну прогресію зі знаменником 4-2, за дя 2. зни тив 
якщо їх сума дорівнює 195; Ь, 
2) спадну геометричну прогресію, якщо ху 1 Х3 -25, Ха ЧХд «12,5; |: (формула знаменника); 


| : - 
3) зростаючу геометричну прогресію, якщо сума перших двох : " 6,=0,:9" (формула 


чисел дорівнює 6,25, а сума останніх двох дорівнює 100; : п-го члена); 
Л И С з Б 2 - й 
4) спадну геометричну прогресію, якщо сума її крайніх членів : " ро = 00-60 
дорівнює 9, а сума середніх членів дорівнює 6. гж рое фр якщо 
п+т=Е+р. : 
1 Перевірте своє доведення, : 
ПРИКЛАД 3 Р наці 
: звернувшись до інтернет-під- : 
Запишіть геометричну прогресію із шести членів, задану ре- :, тримки підручника 2 
курентною формулою Т =-8Ь,, якщо ра =-917, посссссссссоввввововсвввввввововогог е 
Розв'язання 
Крок Зміст дії Результат дії 


г КРОК 1 Знайдемо Б, підставивши п =2 у формулу Б, =-36,. 6; =-36,; 0; =-3.(-27); Б, =81 | 
, М бо. п. 81 
КРОК 2 Знайдемо знаменник 4 прогресії (5,,) ВЕ Та 
і е 
КРОК З Обчислимо 5), знаючи 4 і б». Ь, -?, ь =9 
Я 


: КРОК 4 Обчислимо Б,, 65, 6. 05=0,:9=729; 
: В =,:4=-2187 


оосососоввововсовововвовсовсоввсоввоввсовововововововвовсовсовввсовсовссвсовововсовововововововововововсововсовововововсссвсовововсвсососсосоого 


Відповідь: 9; 27; 81; -243; 729; -2187. 


РТ Баксан 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Ө Запишіть перші 4 члени геометричної прогресії (5, ), якщо: Геометрична прогресія 
2 Ь в геометрії 
1) = 29° бам = 7? 8) б «343, бл БУ. Довжини сторін вписаних один 
в одного правильних трикут- 
Ь ників утворюють геометричну 
2) 5, -128, 6 ц --5; 4) 0, =1, Б, ,-20,. . 
) 1 п+1 8 ) 1 п+1 РІ п прогресію. 


Запишіть перші 6 членів геометричної прогресії (5, ), якщо: 
5) зо, Ви - ЗВ; Т) 6, 219, Би --УЗВ,; 


6) 6, 312, б, 7-98, 8) 55-12, ва = —42,. 


6 ПРИКЛАД 4 


Сума трьох чисел, які утворюють зростаючу арифметичну про- 
гресію, дорівнює 30. Якщо від першого числа відняти 1, друге за- 
лишити без змін, а до третього додати 6, то одержимо геометричну 
прогресію. Знайдіть ці числа. 

Розв'язання 


Крок Зміст дії Результат дії : 
ЭЭЭЭ ______________________________і 


Позначимо послідовність чисел, що утворюють Ф› 42» йз - арифметична прогресія; 


арифметичну прогресію з різницею А, тазапи- аг =& +; 
шемо її члени за формулою а, =а; +0(п-1). аз =а, +21 
: ат аг наз =80; а +а +а+а, +21 = 80; 
І КРОК 2 Складемо рівняння, знаючи за умовою суму Ба Бо 
з а, а5 і аз. 
За, -3д-30|:3; а; +4=10 


: Зауважимо, що а; +4=а, -- другий член 
: 1 2 

: арифметичної прогресії. 

а, а, аз -- арифметична прогресія;: 


а: -1, аг, аз -6 - геометрична прогресія: 


і Використаємо характеристичну властивість 
зое а зані аз -(а| - 1)(аз -6) : 
геометричної прогресії Б, 2, 1:1. : 

. КРОК 6 Підставимо в отримане рівняння значення Е 
: а, =10 і застосуємо формулу аз =а; +24. 100= (а, –1)(а,+24+6) 
а: +0=10, : 

: Складемо систему рівнянь, одержаних на |(а; –1)(а;+22+6)=100; 
: КРОК 7 кроках 2 і 6. Виразимо а; через Я і підста- : 
: вимо у друге рівняння системи. а: =10-а, : 
(9-4/16--а)- 100 

КРОК 8 Розв'яжемо квадратне рівняння відносно й. 4? + 74 – 44-0; 4-4 або дФ--11 : 

5 КРОК 9 Проаналізуємо отримані значення А. Оскільки за умовою арифметична про- : 


гресія зростаюча, то 4»0, тобто д-4 


Відповідь: 6; 10; 14. 


оеооооеововоооовоооовоооооооооо о 
. 


ПРИГАДАЙТЕ! 


Характеристична властивість 
арифметичної прогресії: 


. 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


Розв'яжіть задачу. 

1) Тричисла утворюють арифметичну прогресію, перший член 
якої дорівнює 2. Якщо до першого числа додати 6, до другого 
додати 3, а третє залишити без змін, то отримаємо геометрич- 
ну прогресію, знаменник якої дорівнює 1. Знайдіть ці числа. 


Е ал11 + ал 
ше: 
Характеристична властивість 
геометричної прогресії: 


2) Три числа утворюють арифметичну прогресію, другий член 
якої дорівнює 6. Якщо від першого числа відняти 2, до тре- 
тього додати 5, а друге залишити без змін, то отримаємо 2 
геометричну прогресію, знаменник якої дорівнює 2. Знай- ў бл = 0,10: А 
діть ці числа. е о ооооовооооооооооооооовоовооооооооо" 
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3) Сума трьох чисел, які утворюють зростаючу арифметичну 
прогресію, дорівнює 60. Якщо від першого числа відняти 5, 
друге залишити без змін, а до третього додати 50, то отри- Кинув 
маємо геометричну прогресію, знаменник якої дорівнює 4. 
Знайдіть ці числа. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


4) Сума трьох чисел, які утворюють зростаючу арифметичну 
прогресію, дорівнює 24. Якщо до першого числа додати 2, 
друге залишити без змін, а до третього додати 2, то отри- 
маємо геометричну прогресію. Знайдіть ці числа. 


= ПРИКЛАД 5 
• У світі налічується понад 


Розглянемо відому задачу про кульбабу. 

Одна рослина кульбаби дає за рік 100 летючих насінин, які, 
розлітаючись, займають площу приблизно 10 м?. Яку площу (у м?) 4 
покриють усі «нащадки» однієї рослини кульбаби через 7 років 
за умови, що вона розмножується без перешкод у геометричній 


1000 видів кульбаб. 


• Корінь кульбаби застосовують 
як лікарську сировину, листя 
використовують у косметиці. 


прогресії? 
Розв'язання 

"| Крок Зміст дії Результат дії | 
г аваас она анна? 
| КРОК 1 Позначимо через Зо початкову площу, тобто площу, яку зай- 59-10 м2 
: має потомство однієї рослини кульбаби. : 
- КРОК 2 Знайдемо площу, зайняту кульбабами через 1 рік. 5; =8,:100 (м?) : 
: 5, = 8; :100= ; 
:КРОК З Знайдемо площу, зайняту кульбабами через 2 роки. за й М : 
: = 8:100 = 5:10" (м?) : 
: КРОК 4 Аналогічно міркуючи, зробимо висновок про те, яку площу 8. 28, 1027 (м2) | 
з потомство рослини займе через п років. п 7 Ә0 : 
| Знайдемо площу, яку покриють усі потомки однієї рослини - 
: КРОК 5 у А и 14 1015 ; 
: кульбаби через 7 років. 5; =10:10* -107 (м?) Е 


Відповідь: 101? м?. 


С (| 2пеуємося 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? (5) Розв'яжіть задачу. 


1) 


» Найбільший у Європі плавучий 
світломузичний фонтан було 3) 
відкрито у 2011 р. у Вінниці. 

Висота його центрального 
струменя досягає 65 м, фрон- 
тальний розліт води — близько 
140 м, арозміри формовано- 
го бризками і водяним пилом 
проекційного екрана станов- 
лять близько 16х45 м. 4) 


» Під час світломузичного шоу 
можна почути й побачити 
українські композиції «Два р 
кольори», «Щедрик-ведрик», 
«Мій рідний край» та інші у ви- 
конанні Ніни Матвієнко, Дми- 


Час Б, (у с), який комп'ютер витрачає на розв'язування 


п-ї задачі, задається формулою р, - 3.2". Скільки часу ви- 
тратить комп'ютер на розв'язування третьої задачі? 


2) Після вдалої рекламної кампанії кількість відвідувачів 


певного сайта щомісяця подвоювалась, і такий приріст 
тривав 3 місяці. Протягом першого місяця сайт відвідали 
6000 користувачів. Скільки користувачів відвідало цей 
сайт протягом третього місяця? 


Було подано електронну петицію на підтримку облашту- 
вання велопарковок навколо навчальних закладів. Першо- 
го дня петицію підписали 8 осіб, а кожного наступного дня 
кількість зареєстрованих підписів ставала удвічі більшою. 
Чи вистачить кількості підписів, набраних петицією про- 
тягом тижня голосування (7 повних днів), якщо для прий- 
няття позитивного рішення достатньо 500 підписів? 


Висота першого струменя води музичного фонтана ста- 
новить 90 м, а висота кожного наступного струменя 
у 1,5 разу менша, ніж попереднього. 
а) Яка висота третього струменя води? 
б) Складіть формулу для визначення висоти 0, (у м) 

п-го струменя води музичного фонтана (1« п< 10). 


ій шіне 2 - | ІНТЕЛЕКТУАЛЬНИЙ ФІТНЕС | 00004004 


а) У геометричній прогресії (х,): 


1) 

ши 

ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 3) 

Спробуйте знайти невідоме 4) 
число. 

5) 


12 15 
28 14 2 27 ? 45 


ху=2, х. = 2. Знайдіть 4 і хв. 


1 ЕР : 
хә=64/5, х4 = 28 . Знайдіть ді хо. 


12 8 я ; 
х4=8*, хз =8°. Знайдіть фі х0. 
Ха 21, хів =5!°. Знайдіть ді х 

2=1, Х16-9 . дІТЬ 4 2017: 


1 МЕ ; 
ху=-2,5, да--у-. Знайдіть Хв, х, і х 


77 п паї 


х= 910, 4-32. Знайдіть Хв» Хи і х1. 


о Визначте, чи є число К членом геометричної прогресії: 


1) 


2) 


1 і 
4; 1; -;.., якщо Коа---; 
4 64 


-8; 9; -27; .., якщо К 82; 


3) 


4) 


5) 


6) 


1 1 
Б |, у якій 5, =8, (= —, якщо К = —; 
(Би) У 1=8, 0= =, якщ Й 


(2) у якій х =—)2, 4=242, якщо К = 256; 
(з заданої формулою п-го члена 6, = 2-01", 


1 
якщо К = ——; 
Б 500 


(х,), заданої формулою п-го члена х, =24-(42)"", 


якщо К 2242 А 


Ө» Розв'яжіть задачу. 


1) 


2) 


8) 


4) 


Між числами -6 і 0,75 вставте такі два числа а і Б, щоб 
послідовність -б; а; Б; 0,75 утворювала геометричну про- 
гресію. 

Знайдіть чотири числа, перші три з яких утворюють геоме- 
тричну прогресію, друге дорівнює 6, четверте удвічі більше, 
ніж перше, а сума всіх чотирьох чисел дорівнює 30. 


Визначте, при яких від'ємних значеннях т числа 6; -2т; 
54 є послідовними членами геометричної прогресії. 


Знайдіть такі значення Її, при яких числа 1-83; }21-6, 
31-11 є послідовними членами геометричної прогресії. 


а) Розв'яжіть задачу. 


1) 


2) 


3) 


4) 


Укажіть найменший номер, починаючи з якого всі члени 


геометричної прогресії (х, ) більші за 28, якщо х, -3,5-2". 


Укажіть усі номери членів геометричної прогресії (ь,) , не 
більших за 500, якщо Б, 24.51, 

Складіть скінченну геометричну прогресію із шести членів, 
якщо сума перших трьох із них дорівнює 11, а сума трьох 
останніх дорівнює 168. 

Знайдіть три числа, які утворюють скінченну геометричну 
прогресію, якщо сума їх квадратів дорівнює 99, а перший 
член у З рази менший, ніж знаменник прогресії. 


Ө Геометрична прогресія має цікаві властивості. Спробуйте до- 
вести їх самостійно. 


1) 


2) 


Якщо послідовність 0, ба, 063, ..., б,» ... Є геометричною 


прогресією зі знаменником 0, то послідовність квадратів 


2 


ау ра 2 і 
її членів бү, 05, Ёз, ..., 62, ... Є геометричною прогресією 


зі знаменником а А 


Добуток двох членів скінченної геометричної прогресії, рів- 
новіддалених від крайніх членів, дорівнює добутку крайніх 
членів: 0; :0, = 6:06, 1 = 05:6, = 04 0, 3 =...= 0:0, р. 


ооовеооовоооов 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У 2016 р. випускниця Черкась- 
кого фізико-математичного 
ліцею Фіонг Ань Чан посіла 
3 місце на Міжнародному на- 
уково-технічному конкурсі мо- 
лодих вчених «іІпіе! І5ЕЕ 2016» 
у категорії «Математика». 


У своєму проєкті «Одна зада- 
ча про фігурні числа» Фіонг Ань 
Чан досліджувала властивості 
фігурних чисел. Дівчині вдало- 
ся вивести формулу для знахо- 
дження спільних елементів двох 
послідовностей. 


Результати, отримані юною 
черкащанкою, можуть бути ви- 
користані, наприклад, у крипто- 
графії, комп'ютерних науках, 
біоінженерії, нанофізиці. 


ПОСИЛАННЯ 


Перевірити правильність свого 

доведення ви можете, звер- 

нувшись до інтернет-підтримки 
. підручника 


обгрунтуйте. 


Марк Цукерберг (англ. МагК 
ЛисКегбегд; нар. 1984) — аме- і» 
риканський програміст, під- 
приємець, один із розробників 

і співзасновників соціальної ме- 
режі Еасебоок. 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 14 


Знайдіть знаменник геометричної прогресії 
ЕР 


оооооеооооеововооооовооосввоооооооовооосовввовоссовоооеооооео 


о Визначте п'ятий член геометричної прогре- 
з 1 
сії (6, ), якщо ==, тез, 


осососововововвовововововововвовововввововововововововововог 


А Б В Г 
2 5 Я; и» 
5 2 10 


соссососсвововововововововововосвововововововововововввввго 


Ө Знайдіть третій член геометричної прогресії 
(Ь,), якщо 5, =12, а Б, -6. 


9 Знайдіть другий член геометричної прогре- 
ча Б 
сії (5, ), якщо Б, 255, бура 


б 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відповідь 


1) Три числа4, 4, 4 утворюють геометричну прогресію зі зна- 
менником 4-1. 


2) Якщо в геометричній прогресії 0 «0, <0,, то 421. 

3) Якщо в геометричній прогресії 5, -5 і 4--1, то Б = -5. 
4) Якщо в геометричній прогресії буо - 10, то 6, - 100. 

5) Існує геометрична прогресія 0; б», 0, для якої 0:03 «0. 


й Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


8 У геометричній прогресії перший член до- 
датний, а знаменник 9 = 6. Якому з поданих 
чисел може дорівнювати четвертий її член? 


ооссововововововвввовввововвововововсовосвововововововововово 


Установіть відповідність між формулою п-го 
члена (1-3) геометричної прогресії (Ь,,) та 
другим членом (А-Т) цієї прогресії. 


1 ь, -8" А 5 
2 ь «879 Б 3 
3 базво? В 9 

г 21 


Ө Три числа х}, х, і х, утворюють зростаючу 
арифметичну прогресію. 

1) Знайдіть х,, якщо сума цієї прогресії до- 
рівнює 9. 

2) Якщо до х, додати 1, х, залишити без 
змін, а до хз додати 3, то отримаємо гео- 
метричну прогресію. Знайдіть х, і Хз- 

(8) Клієнт поклав у банк 100000 г. о. під 10% 
річних. Відсотки щороку нараховуються на 
суму, яка є на рахунку на початок року. 

1) Яка сума буде на рахунку через 2 роки? 

2) Складіть формулу для визначення суми 6, 
на рахунку клієнта (у г. о.) через п років. 


ЗАДАЧА «НАСЕЛЕННЯ МІСТА» ЖЕ | 


Щороку приріст населення у місті становить 3 Ус, тобто кож- « МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 
ного наступного року кількість мешканців міста збільшується на 

8 % від кількості мешканців на кінець попереднього року. Вва- 
жайте, що темпи приросту населення міста не змінюються. Зараз 
чисельність населення міста становить 160 тис. осіб. 


Ф Якою буде чисельність населення через 2 роки (у тис. осіб)? 


Ө Складіть формулу, за якою можна обчислити чисельність на- 


селення у місті (у тис. осіб) через п років. Статистика — наука, яка вивчає 


методи кількісного охоплен- 
ня і дослідження масових явищ 
і процесів. Математична стати- 
стика вивчає математичні методи 
систематизації, обробки й вико- 
ристання статистичних даних для 
наукових і практичних висновків. 


За прогнозами через п років чисельність населення переви- 
щить 200 тис. осіб. Запишіть нерівність для визначення п. 


@ У геометричній прогресії (Р, ) знайдіть член Б,, якщо: 


1) ,=4, Ь,=12, п=3; 3) ,-3, 8, 2-6, п= 10; 


5 5 8 
о ак С лела 


Е) Визначте чотири числа: 


1) хі, Хо, х3, х, що утворюють зростаючу геометричну про- 
гресію зі знаменником 0 =2, якщо їх сума дорівнює 210; 

2) хі, Ха, Хз, х1, що утворюють спадну геометричну прогре- 
сію, якщо х; 5 Х3-15, х+х,= 7,5; Див. приклад 2 | 

3) що утворюють зростаючу геометричну прогресію, якщо 
сума перших двох чисел дорівнює 3,75, а сума останніх 
двох чисел дорівнює 60; 

4) що утворюють спадну геометричну прогресію, якщо сума 
її крайніх членів дорівнює 126, а сума середніх членів до- 
рівнює 30. 

Запишіть перші 4 члени геометричної прогресії (6,), якщо: 


ИЛ 


пи 2 
7 
Запишіть перші 6 членів геометричної прогресії (0. 6 якщо: 
3) 0,=-3, Ь,,=-2Ь,; 4) б, --16, Б, =-/26,. 
Розв'яжіть задачу. 
1) Три числа утворюють арифметичну прогресію, перший член 
якої дорівнює 1. Якщо до першого числа додати 4, до друго- 


го додати 2, а третє залишити без змін, то отримаємо гео- 
метричну прогресію зі знаменником 1. Знайдіть ці числа. 


ИЛ 


Див. приклад 4 


2) Три числа утворюють арифметичну прогресію, другий член 
якої дорівнює 6. Якщо від першого числа відняти 1, до тре- 
тього додати 9, а друге залишити без змін, то отримаємо 
геометричну прогресію зі знаменником 3. Знайдіть ці числа. 


по о 


ТО ВЕ 5МАВТ 


3 Є 


Радимо подивитись 

художній фільм «Приховані фі- 
гури», знятий на основі реаль- 
них подій. Героїні фільму про- 
водили для НАСА математичні 
обчислення, необхідні для за- 
пуску перших пілотованих кос- 
мічних місій США. 


Е) пелена 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Геометрична прогресія 
в біології 


Розмноження бактерій у гео- 
метричній прогресії застосову- 
ють, наприклад, у природоохо- 
ронних заходах: для очищення 
стічних вод, ліквідації нафтових 
плям тощо. 


ё 


66 Соціальні мере- 
жі — це не альтернати- 
ва дружбі, це її продов- 


ження. 9 9 


Марк Цукерберг 


р 


3) 


4) 


Сума трьох чисел, які утворюють зростаючу арифметичну 
прогресію, дорівнює 60. Якщо від першого числа відняти 5, 
друге залишити без змін, а до третього додати 69, то отри- 
маємо геометричну прогресію, знаменник якої дорівнює 5. 
Знайдіть ці числа. 

Сума трьох чисел, які утворюють зростаючу арифметичну 
прогресію, дорівнює 45. Якщо від першого числа відняти 5, 
друге залишити без змін, а до третього додати 25, то отри- 
маємо геометричну прогресію. Знайдіть ці числа. 


5 Розв'яжіть задачу. 


1 


2) 


3) 


4) 


Кількість 6, телеглядачів, які дивляться п-й сезон серіалу, 


задається формулою 5, =26 000-31, Скільки телеглядачів 
подивилися другий сезон серіалу? 


Комп'ютерна антивірусна програма наприкінці першої хви- 
лини з моменту її запуску блокує З вірусні програми. Про- 
тягом кожної наступної хвилини вона блокує удвічі біль- 
ше вірусних програм, ніж протягом попередньої хвилини. 
Скільки вірусних програм заблокує комп'ютерна програма 
протягом сьомої хвилини з моменту її запуску? 


Бактерія, потрапивши в живий організм, наприкінці 

10-ї хвилини ділиться на дві бактерії. Кожна з них напри- 

кінці наступних 10 хв також ділиться на дві бактерії іт. д. 

Знайдіть кількість бактерій, що утворяться з однієї бактерії 

наприкінці першої години з моменту її потрапляння в жи- 

вий організм. 

На території першого паркового містечка розташований 

басейн площею 100 м?. На території кожного наступного 

паркового містечка розташований басейн, площа якого 

в 1,5 разу більша, ніж на території попереднього. 

а) Яка площа басейну, розташованого на території третього 
паркового містечка? 

б) Складіть формулу для визначення площі р, (у м?) ба- 
сейну, що розташований на території п-го паркового мі- 
стечка (1<п<6). 


Бонусне завдання 
Дано геометричну прогресію (5, ). Знайдіть: 


1) 


1 


Ба, якщо Боббі 72565 2) біз» якщо Бури =—=. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Послідовність (5,) задано формулою п-го члена 5, = = А 
Знайдіть: 
1) 5 2) 85; 8) 87; 4) уа 5) 9 415 6) Зі 


Ви ознайомилися з геометричною прогресією та її властивостями 


ВЧОРА 


Ви навчитеся застосовувати формули для знаходження суми перших т членів скін- 
СЬОГОДНІ | 


ченної геометричної прогресії 


Ви зможете створювати математичну модель процесу поширення інформації, 
розраховувати прибутки за банківськими вкладами 


ЗАВЖДИ 


Організатори проведення флешмобу до Дня матері в Укра- 


їні вирішили використати для зв'язку між учасниками смс- в. га 
повідомлення. Один з учасників отримав повідомлення з про- СУ 
ханням надіслати відповідну інформацію чотирьом іншим, які, "ан" 

у свою чергу, надіслали смс-повідомлення ще чотирьом учасни- В) 29] 


кам іт. д. Скільки учасників флешмобу отримають інформацію збу М И. С 
протягом 20 хв, якщо один учасник виконує це доручення за Бае вава 
2 хв? Усі надіслані повідомлення вважайте отриманими. 

Коментар до розв'язання 

Складемо таблицю за умовою задачі. 


оосовососвовововововввввовововввововвововввоввовововвововвововсооввовововсвовововвоввоввовововвововсвововововововововввовововововогв 
. . 
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- «Кроки» п розповсюджен- | | 2 3 4 5 617 1819 1 10 1 11: 
о ВАК ГРА РОР РИНО РАНИ ВИЕ РИКС И АЕ АВ Е з 
г "зева почав розвилкиар | За 4 6 8 10 12.14 16 18 20: 
: повідомлень, хв : 
кількість повідомленьхінадів | а. | фо арлан е ав е Теге ПТ оо : 
: сланих на п-му кроці Е 


. 
оосососсовввововсоввовввовововвоввововововововововввововсввововвововвововововсововововоовоововсоввововововсовсвоввсовововвовсосвовововового 


Бачимо, що кількість повідомлень, надісланих кожної другої 
хвилини, складають геометричну прогресію: 1, 4, 16, 64,..., у якій 


перший член б, -1, знаменник 4-4. Кількість членів прогресії ро 


п=11. ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Для того щоб відповісти на запитання, скільки учасників 


флешмобу отримають повідомлення протягом 20 хв, необхідно Флешмоб — заздалегідь 
знайти суму всіх надісланих повідомлень: эопевовара масове евр а 
час якої велика група людей 

5, =1+4+16+64+256+... раптово з'являється в громад- 

Якщо кількість членів прогресії — невелике число, цю суму | СЬКОМУ місці, протягом декіль- 
можна обчислити усно. В іншому випадку для спрощення обчис- набонниі Йоан: дз обговорені 
лень потрібно знати формулу суми 5, перших п членів геоме- ді, а потім швидко розходиться. 


тричної прогресії. 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ і) 


геометрична прогресія 


знаменник геометричної 

прогресії 

• п-й член геометричної 
прогресії 

е формули суми перших 

п членів геометричної 

прогресії 


оосссовововвввоввововововового 


СЛІД ЗНАТИ! 


| Якщо 451, то зручніше ви- г 
: користовувати формулу 


ососссовововововововововововог 


ПОМІРКУЙТЕ 


: За яких умов зручно засто- : 
совувати кожну з отриманих : 
: формул суми? б 


оосссссссвсовввовсовововововововового 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У клинописних табличках ва- 
вилонян зустрічається задача 
на знаходження суми перших 
9 членів геометричної прогресії 
1; 2; 22; ..., 2171, ,... 


Запишемо суму 5, перших п членів геометричної прогресії: 
5, = Бі +05 +05 +...+6, 1 +6,. (1) 
Помножимо обидві частини рівності (1) на д. Отримаємо: 
5.4 = 039 +659 +639 +...+0, 19+6,9. (2) 
Використовуючи рекурентні формули б 4 = 0, 60 = 6 іт. д., 
рівність (2) можна записати у вигляді: 
95,9 = ба +05 +0, +...+6, +0, 1. (3) 
Розглянемо систему двох рівнянь (1) 1 (8): 
а (1) 
5,42 ба Ва +...+6, 1+6, ба (3) 
Віднімемо почленно ці рівняння: 
КР Ж ЛЬ 


Ураховуючи, що 0,,; - 0,4, перетворимо останню рівність так, 
щоб у неї входили лише змінні 5, б; і б,, тобто 5, (1-4)- 6; -0,4. 
Тоді при 0 +1 маємо: 

_ 5-5, й 
1-4 


5 


п 


Якщо в отриманій формулі записати 0,, використовуючи 
формулу п-го члена геометричної прогресії 0, ев. отрима- 
ємо (421): 

Ы -6:9" 4 8-8," 6 (1-4) 


9 = == 
1-9 1-9 1-9 


Формули для обчислення суми перших п членів геометричної 
прогресії (420, 41): 


з «біліє з 81-4"), 


п 


Поч; 1-4 


Зауважимо, що одержані формули суми перших п членів гео- 
метричної прогресії не використовуються при 4-1. Проте при 
4-1 геометрична прогресія існує. Але з урахуванням того, що 
всі члени такої прогресії рівні між собою, суму перших п членів 
шукають за формулою 5, = 6, п. 

Наприклад: 

Сума перших п членів геометричної прогресії 7, 7, Т, Т, ..., 
у якій б, =7, 4-1, дорівнює: 5, - Тп. 


Коли йдеться про суму, мається на увазі, що додаються хоча б 
два числа. Утім у формулу суми 5, можна підставити і п-1. При 
цьому отримане число буде першим членом прогресії: 5; = 0}. 


8 ПРИКЛАД 1 


Знайдіть суму перших п членів геометричної прогресії (Ь,)), 


у якій 0, -48 і 4-0,5, якщо п-4; пав; п= ЕЗ. 


Розв'язання 


Крок Зміст дії Результат дії 
МНЕ НН но ааай | 
Запишемо формулу, за якою шукатимемо 
(1-а) з ь (ча) є о 48(1-0,5"). 


: КРОК 1 суму 5,. Вибираємо формулу СИЕТ, " 1-4 `" 1-0,5 


тому що задано б; 14. Підставимо їх значення о 96(1-0 5") 
.... п 7 
в записану формулу та спростимо її. 


„=96(1-0,5*); 
: КРОК 2 Підставимо значення п=4 у формулу, одер- : 
жану на кроці 1. Зоб зо 

16 16 | 

КРОК З рна З Для цього підставимо у форму- 5-9 в(1- 0,5 9) : 


Е . 
8, з -96(1- 0,5"); б 22 № 


7 


У КРОК 4 Підставимо у формулу суми п=#- 3, знайде- 
мо 8, з і перетворимо отриманий вираз. 
5, з -96(1-8:0,5") 


Відповідь: 90; 96(1-0,5"); 96(1-8-0,5"). 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
(9 ТРЕНУЄМОСЯ 4" 


«В Складіть формулу для обчислення суми перших п членів гео- 
метричної прогресії (Ь,), якщо: 


1) 5, -30, 4-16; 3) 5, -45, 5-4; » Задачі на знаходження суми 
2) 2-6, 4-0,4; 4) 5, -18, 4--0,8. членів геометричної прогре- 
сії зустрічаються у вавилонян, 

Знайдіть суму перших п членів геометричної прогресії (В. з в єгипетських папірусах, у ста- 
у якій: родавньому китайському трак- 
5) 5-10, 4-2, якщо п=5, пат, п=т-1; таті «Математика у 9 книгах». 
1 • Вавилоняни дійшли такого ви- 

6) б, -162, = з! якщо п-4, п= т, п=т+2; сновку: зростання освітлення 
місячного диска в перші 5 днів 

Т) 5-12, 4--8, якщо п-4, п=Е, п=Е+1; після молодика відбуваєть- 


1 ся за законом геометричної 
8) 5, -36, У З, якщо п=5, п:Е, п-Е-2. прогресії зі знаменником 2. 


= ПРИКЛАД 2 


Визначте кількість п членів геометричної прогресії (х,), сума 


Е 
р, аб" і 
аи: яких дорівнює 571,5, якщо х, =288, 4-2. 
РЕТРО ЗРЕНИЕ 
Крок Зміст дії Результат дії 


За умовою задано 5, і х,; 42 1, тому використа- 2882-х, 


ьа-ь = 211-0; Бур 5= 227220, 
КРОК 1 емо формулу 5, зл Підставимо в неї відомі | " | 4-1 -1 
: Е 571,5-576-хі;) х = 4,5 


значення 4, х, і 5, та знайдемо х}. 


Би п-1. 
Хр = 3219 ; 


: п-1 9 апі 
і Знаючи х,, у 14, знайдемо п, використовуючи 288-4,5:2  ; 288-352; 
: ормулу п-го члена для х, = : п п 
: й о Р заз 25-2, 
2 
27 дп; п=7 


сосссссовсововввввовсвсовововвововововововововвововсввововсовововововсововвввововсовововововововвовосвововововововововсововововоевововововог 


Відповідь: 7. 


УА ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! ||: (Ф, ТРЕНУЄМОСЯ 


г Рівняння 27 =2", отримане : 


в прикладі 2, ви ще не вмієте : Ө знайдіть порядковий номер п члена геометричної прогре- 


розв'язувати. Такі рівняння ви- : сії (Ь,), якщо: 
вчають у старшій школі. : 1 
ОСОНИИ "7 1) 85-10, 997 0,890 а о 
1 15 
2) 5-2, 4-5, б, =250; 4) 5, - 60, ПЕЕ б 


беконом! Визначте кількість п членів геометричної прогресії (х,), 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? йо 
У творах Жуля Верна «Таємни- 9) 5, 7484, х, -324, 4-3; 1) 5, - 436,8, х, -291,6, 4-3; 
чий острів», «Подорож у надра 6) 8, -315, х, -160, д-2; 8) 8, -431,8, х, -217,6, цд-2. 


Землі» є згадки про геометрич- 


ну прогресію. Чи можете при- ПРИКЛАД З 
гадати, які саме? і пРриклАДЗ 
Знайдіть суму перших семи членів геометричної прогресії, 
третій член якої дорівнює 18, а п'ятий дорівнює 162. 


Розв'язання 


оосссососовссововсвввввововововововововововововововововововововововзововововововововововзовововововововзовововововововововововового 


Крок Зміст дії Результат дії 


системи рівнянь формули п-го члена для хз і х; та під- 
ставимо задані числові значення. 


|КРОКІ 


Позначимо задану прогресію (х,). Запишемо у вигляді о = худ?, Е =18, 


хұ= 19%; |214 =162 


Крок Зміст дії 


Результат дії 


4 
: Оскільки обидві частини кожного рівняння системи від- 214. 
: КРОК 2 мінні від нуля (х, #0, 4 +0 за означенням прогресії), по 54 18 


ділимо почленно друге рівняння на перше. 


42 -9; д-3 або д=-3 


Знайдемо ху для кожного значення д. Оскільки ідля д-3, При д-3 іпри 4--8 


: КРОК 3 ідля 4д--8 маємо 4 - 9, робимо висновок, що існує єдине | Хз 18 | 
значення ху =2. й 82 
х (1-4 ) 
Т 0 
1) при 9=3 
: КРОК 4 Знайдемо суму 5; перших семи членів прогресії для обох 2(1-3") 
значень 4. т = 13° 5: «2186; 
2) при 9 =-8 
т 
41-(-3)") 
т = ;9, =1094 
1+3 


соссоссосововосововововввосвсововововововововвовсвсововвоссовсвсоввововсововсвсововсовововововогог 


Відповідь: 2186 або 1094. 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


Ө) Складіть формулу для обчислення суми перших п членів гео- 
метричної прогресії (Ь,), якщо: 


1) 5, -3, б, «24; 3) 0; -20, Б, =-15; 

2) 5, -4, б, =86; 4) 5, -30, б, 2-5. 

Обчисліть суму перших п членів геометричної прогресії (Ь,)), 
якщо: 

5) 6, -6, 03-24; п=6; Т) 6, - 36, Б, - 4; п= 5; 

6) б, -5, фз3-45; паб; 8) 6. - 72, б -18; п=6. 


8 ПРИКЛАД 4 (актуальна задача) 


Організатори проведення флешмобу до Дня матері в Украї- 
ні вирішили використати для зв'язку між учасниками смс- 
повідомлення. Один з учасників отримав повідомлення з про- 
ханням надіслати відповідну інформацію чотирьом іншим, які, 
у свою чергу, надіслали смс-повідомлення ще чотирьом учасникам 
іт. д. Скільки учасників флешмобу отримають інформацію про- 
тягом 20 хв, якщо один учасник виконує це доручення за 2 хв? 
Усі надіслані повідомлення вважайте отриманими. 


оосссососвовововсоввсввовововссввсвсвововог 


РР „<0 


а КЕ! ЕЧ 
ій 


У 2014 р. студенти Східно- 
європейського національного 
університету ім. Лесі Українки 
в рамках тижня математичного 
факультету організували флеш- 
моб «Ми любимо матфак». 


Розв'язання 


осососовсовсоввввовввововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововововово 
. 


Крок Зміст дії Результат дії 


Визначимо, скільки етапів пере- 
КРОК 1 дачі інформації по 2 хв міститься 20 хв:2 хв = 10 (етапів) 
Визначимо, як змінюватиметься Кількість учасників, повідомлених наприкінці 
КРОК 2 кількість учасників, повідомле- кожного етапу, дорівнюватиме кількості учасни- 
них наприкінці кожного етапу ків, повідомлених наприкінці попереднього етапу, 
тривалістю 2 хв. помноженій на 4 


Загальна кількість отриманих повідомлень дорів- 
нює кількості учасників, які надіслали повідом- 


Створимо математичну модель лення протягом 20 хв. Її можна знайти як суму 
КРОК З даної ситуації. перших п членів геометричної прогресії. 

Введемо позначення елементів (Ь,) -- геометрична прогресія, 6, =1, 4-4, кіль- 

геометричної прогресії. кість етапів п=1+10=11 (оскільки першим етапом 


вважаємо отримання першим учасником повідом- 
лення від організаторів), 5; — шукана сума 


Оскільки 0 > 1, обчислимо суму 


. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
з 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
2 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 


оосососововввовсвсововвввсвсвсвовввввсвсовововвовсововввввововововсвсововововевого 


перших 11 членів прогресії ет по - 

КРОК 4 А (а" 1) 8, = | с 
= 4-1 8 : 

за формулою 8, рожа Я : 

а Е 


ссссссссвссвоебевовсвсововвсввсвсвововввссвовсвввввововввововвввоввовсвовсвсвовввсввсвввввсввсвоввсввсввввововвсвввввоввоввввсвввввввввоо»" 
11 1 
Відповідь: ---- учасників. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 
а) Розв'яжіть задачу. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 1) У новорічні свята кількість Ь, листівок, що надходять 
у поштове відділення п-го січня, задається формулою 
п-1 


5, -10000: а , де 1<п<5. Скільки всього листівок 


надійшло у відділення за перші 5 днів нового року? 


2) Набережну міста прикрашають 4 екобудинки. Перший еко- 

будинок розрахований на 8 квартир. У кожному наступно- 

> му екобудинку квартир удвічі більше, ніж у попередньому. 
Скільки всього квартир у чотирьох екобудинках? 


Українська компанія Раѕѕіурот 
створила перший повністю енер- 


гонезалежний будинок за допо- 3) Зареєструвавшись у соціальній мережі КасерооКк, першого 
могою 30-технології. Цей буди- дня Микита додав у друзі 32 особи. Кожного наступного дня 
нок використовує енергію Сонця кількість друзів Микити збільшувалася втричі порівняно 
для всіх потреб його мешканців. з попереднім днем. 

Цей будинок повністю автоном- а) Скільки нових друзів з'явилося в Микити в цій соціаль- 
ний, йому навіть не потрібна ній мережі за третій день із моменту реєстрації? 

вода -- він генерує її сам. б) Скільки всього друзів з'явилося в Микити в цій соціаль- 


ній мережі за перші три дні з моменту реєстрації? 


4) У фітнес-центрі діють знижки для постійних клієнтів. Ціна 535 


абонемента на перший рік становить х грн. Кожного на- 

ступного року ціна абонемента стає на 10 % меншою по- ЧИ ВІДОМО ВАМ? 

рівняно з ціною абонемента на попередній рік. 

а) Виразіть через х вартість абонемента на третій рік. 

б) Знайдіть х, якщо відомо, що за абонементи на перші три 
роки (три абонементи) клієнт сплатив 10 840 грн. 


Шахи — одна з найдавніших ігор 
у світі — були винайдені в Індії. 
Легенда про винахід шахів зга- 
дується у творах, написаних 
арабською, перською, тюрк- 


ЗАПИС ПЕРІОДИЧНОГО ДЕСЯТКОВОГО ДРОБУ ською мовами. Текст легенди 

У ВИГЛЯДІ ЗВИЧАЙНОГО ДРОБУ можна знайти у книжці «Жива 
математика» відомого вченого 
і популяризатора фізики, мате- 
матики та астрономії Я. І. Пе- 
рельмана (1882-1942). З неї ви 
можете дізнатися, яку винаго- 
роду попросив винахідник цієї 
перебуває в межах від -1 до 1, тобто -1«4 «1. Таку геометрич- гри і як це пов'язано з геоме- 


У курсі алгебри 8 класу ви навчилися перетворювати періо- 
дичний десятковий дріб у звичайний. У цьому параграфі ми роз- 
глянемо ще один спосіб розв'язування такого завдання — із ви- 
користанням геометричної прогресії. 


Існує окремий вид геометричної прогресії, знаменник якої 


ну прогресію (Б, ), у якій |4| «1, називають нескінченно спадною тричною прогресією. 


геометричною прогресією. Цікавим є те, що для такої прогресії 


о од . ІА 
можна знайти суму всіх її членів за формулою 5- і 1-, 
й ПРИГАДАЙТЕ! Е 
ПРИКЛАД 5 : 9= 55 : 
М Б. : 
Подайте число 0,(13) у вигляді нескоротного звичайного дробу. АИНЕАРТИТИ КИРАИ: ИИОРРЕРИЕ: 
Розв'язання 
" Крок Зміст дії Результат дії : 
ЕЕЕ НЕО 11 
КРОК 1 Запишемо задане число у вигляді  0,(13)- 0,131313...- 
суми десяткових дробів. = 0,18+0,0013+0,000018+... : 


Послідовність чисел 0,13; 0,0013; 0,000013; ... : 

Розглянемо отриману послідов- є геометричною прогресією, перший член якої: 

КРОК 2 ність доданків. Зробимо висновок 0, = 0,18, знаменник 9 = 0,01. : 
щодо її виду. 

|а | <1, отже, геометрична прогресія є нескінченно 


спадною і 
Знайдемо суму членів прогресії за У ь, 0,13 0,13 13 

КЕ) „оохулою 8- Е. "1-д 1-001 0,99 99 : 
= 4 Є 
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Відповідь: 4 
99 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Один з учнів має йти від сто- 
лу вчителя до дверей кабінету 
по прямій. Він робить перший 
крок завдовжки 1 м, дру- 
гий -- 1/2 м, третій -- 1/4 м 
іт. д., тобто довжина кожного 
наступного кроку у 2 рази мен- 
ша, ніж довжина попереднього. 
Чи дійде учень до дверей, якщо 
відстань від столу до дверей по 
прямій З м? 


ПЕНИ Ро 


ТО ВЕ ЅМАВТ 


Радимо прочитати 

книжку «Математичні усмішки» 
(упорядник Н. О. Вірченко). 
Книжка складається з трьох 
розділів: «Про цікаве та ку- 
медне у житті математиків», 
«Цікаве та смішне у математи- 
ці», «Математичні сміховинки, 
жарти». 


Э ==) 


із «Книги абака» 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


(5) Подайте у вигляді нескоротного звичайного дробу число: 


1) 0,(7); 2) 0,(42); 3) 2,(5). 

Подайте у вигляді нескоротного звичайного дробу що число: 
п 

4) 1,(14); у відповідь запишіть суму тп; 

5) 12.0,2(8) ; у відповідь запишіть різницю п-т. 


Обчисліть значення виразу: 


6) 0,063) 191; 7) 0,(18)+1,(72) 
1,(18) 21 


8) Знайдіть "А від числа 0,4(6)+0,01(12). т 


а) Знайдіть суму 5, перших п членів геометричної прогресії: 


1) (ж. )х хунф; а=; п=4; 


2) : 6, --9; 41233; п=6; 


; =: 32; -9/2; о п=9$ 


(5) 
3) (х,): 15; 10; 20, - тебе 

4) (у,) 

(с,) 


бебі сье3д; п=4 (440); 


6) (2,): 2,29; 25 -2743; п=5. 


ө У геометричній прогресії: 


1) (х,): х3=-4; ху = -64. Знайдіть 57. 
2) СЕ уз--9; 4--8; 8, =182. Знайдіть п. 


- |Сь'с =100, ра 
3) (ем): е Знайдіть 86. 


4) (6,): а я Знайдіть 53. 


5) (х,): Ха 2754; х,=6 (420). Знайдіть 5;. 


с +С = 86, зм 
б) (е) БИИ (20); 5, - 378. Знайдіть п. 


з) Сім бабусь вирушають до Риму. У кожної по сім мулів, ко- 


жен мул несе по сім мішків, у кожному мішку по сім хлібів, 
у кожному хлібі по сім ножів, кожен ніж відріже по сім ски- 
бок хліба. Скільки всього предметів? 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 15 


Ф Сума перших п членів геометричної прогре- 
сії обчислюється за формулою 8, = 5(2" -1). 
Знайдіть 53. 


ө Складіть формулу для обчислення суми пер- 
ших п членів геометричної прогресії (Ь,), 
якщо 0, -15, 4-4. 


А В 
8,=5(4"-1) 8,=15(4"-1) 
Б г 
5,=5(1-4") 5, -15(1-4") 


ө Якщо суми перших 3 і перших 4 членів гео- 
метричної прогресії дорівнюють відповідно 
5; =9 1 8,=-15, то б, = 


А Б В (Е 
-б -24 24 6 
е Знайдіть номер п члена геометричної про- 
гресії 6, = 0,0008, якщо 6, =8 і дӯ А . 
А Б В Г 
п=8 п=4 п=5 п=6 


ЗАДАЧА «СТРИБКИ З ПАРАШУТОМ» 


Парашутисти стрибають із літака і в повітрі утворюють кола, 
тримаючи одне одного за руки. Перше коло складається із 8 па- 
рашутистів. Кожне наступне коло складається з удвічі більшої 


кількості парашутистів, ніж попереднє. 


й Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


Ө Знайдіть суму перших 3 членів геометрич- 


ної прогресії (Б, ), якщо 1+9+9? -20. 


5 Установіть відповідність між формулою 
п-го члена (1-3) геометричної прогресії (Б, ) 
та формулою суми її перших п членів (А-Г). 


1 6, - 8-27 А | 8, 22(2"-1) 

У 5-27 Б | 8,-3(27-1) 

3 0,=32"7 в | 5,-4(27-1) 
го  8,26(2"-1) 


ооссоссвсссвсововввввсвсовсвввоввососвсовввсввовововсовввовоевововогог 


о Сума перших п членів геометричної прогре- 
сії (Б,) дорівнює 60, Б, - 40,5, 4-3. 
1) Визначте перший член цієї прогресії. 
2) Знайдіть п. 


ВУ місті 12 районів, у кожному є сквер. 
Площа скверу в першому районі дорівнює 
1000 м?. Площа скверу в кожному наступ- 
ному районі в 1,5 разу більша, ніж у по- 
передньому. Складіть формулу, за якою 
можна обчислити: 

1) площу Р, (у м?) скверу, розташованого 
в п-му районі міста (1«п 12); 

2) загальну площу 5, (у м?) ділянок, виді- 
лених під сквери в усіх районах міста. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


• Швидкість вільного падіння 
180 км/год, або 50 м/с. 

• До повного відкриття пара- 
шута людина пролітає в се- 
редньому 3000 м приблизно 
за 1 хв. 


ашын 


/ 


Ніна Опанасівна Вірченко (нар. 
1930) — українська вчена, ма- 
тематик, доктор фізико-мате- 
матичних наук, професор, 
академік-секретар відділення 
математики АН ВШ України, 
віце-президент АН ВШ, член 
Українського, Американського, 
Австралійського, Бельгійського, 
Единбурзького, Лондонського 
математичних товариств. Ніна 
Опанасівна -- обдарований пе- 
дагог, авторка понад 350 на- 
укових і науково-методичних 
праць, 20 оригінальних книжок. 


| Див. приклади 1, 2 


а) Визначте кількість парашутистів, з яких складається третє 


ї» коло. 


Ө Складіть формулу, за якою можна обчислити кількість х, 
парашутистів, що утворюють п-не коло. 


Ө Скільки парашутистів перебувають у повітрі, якщо всього 
утворилося 5 кіл? 


Поміркуйте, чи є подані твердження щодо геометричної про- 
гресії правильними. Відповідь обгрунтуйте. 


1) Якщо В, зб, -3, 6+6, +6, 228, то 5; 231. 


: Е .-. М5 5 
2) Суму перших п членів геометричної прогресії ---, ---, 


т 2 4 
.. обчислюють за формулою 5, = 4/5 (1-27). 
р 3) Якщо 5, =8, 9:5, «90, то 5, -98. 
4) Якщо 03 -6, то 5.6, -36. 


5) Якщо 5, 2:42, 1+9+4? =21, то Б, 2. 


с Складіть формулу для обчислення суми перших п членів гео- 
метричної прогресії (5, ), якщо: 


1) Б єї 4д-0,3; 2) Б, 2100, 9=-19. 


Знайдіть суму перших п членів геометричної прогресії (Ь,), 
у якій: 


3) 5, -160, а= 2, якщо п=5, пат, п=т-2; 
4) 0 = 86, 9=-8, якщо п-4, п= Е, п=В+1. 


(знайдіть порядковий номер п члена геометричної прогре- 
сії (Ь,), якщо: 


1)5-4, 4-9, б, «324; 2) 0, -9, а=, ь, = 0,000 009. 


Визначте кількість членів геометричної прогресії (х, ), якщо: 


3) 8,=105, х,=56, 422; 4) 8, 254,1, х, -170,1, 4-3. 


Ө Складіть формулу для обчислення суми перших п членів гео- 
метричної прогресії (5, ), якщо: 
1) 25, б, 235; 2), 224, Б, 2-6. 
Обчисліть суму перших п членів геометричної прогресії (Б,)), 
якщо: 
3) 0, -3, 03-12; п= 5; 


4) 5. 2-18, б, -2; п=5. 


Ө Розв'яжіть задачу. 


1) На графіті-фестивалі час 5, (у хв), який художник витра- 
чає на створення п-го зображення, задається формулою 
ь, - 40.97, де 1<п<4. Скільки часу (у хв) витратить 
художник на створення всіх чотирьох зображень? 

2) На робочому столі комп'ютера б папок. У першій папці 
4 файли, в кожній наступній папці файлів удвічі більше, 
ніж у попередній. Скільки всього файлів міститься в б пап- 
ках на робочому столі комп'ютера? 

3) Перша частина культової трилогії зібрала у світовому про- 
каті 123 млн г. о. Кожна наступна частина збирала суму 
(у млн г. о.), утричі більшу, ніж попередня. 

а) Яку суму (у млнг. о.) зібрала у світовому прокаті третя 
частина трилогії? 

б) Яку загальну суму (у млн г. о.) зібрала у світовому про- 
каті культова трилогія? 

4) Для хімічної лабораторії щороку закуповують хімічні ре- 
активи. Першого року вартість усіх необхідних реактивів 
становила х грн. Кожного наступного року вартість реак- 
тивів ставала на 20 % більшою, ніж попереднього. 

а) Виразіть через х вартість реактивів, закуплених про- 
тягом третього року. 

б) Знайдіть х, якщо відомо, що за перші три роки за всі 
реактиви було сплачено 364000 грн. 

Виконайте завдання. 

1) Подайте число 0,(15) у вигляді нескоротного звичайного 
дробу. 

2) Подайте число 1,2(3) у вигляді нескоротного звичайного 
дробу. 


Р Т ; Р 
3) Подайте число 1-= :1,(8) у вигляді нескоротного звичайно- 


го дробу --. У відповідь запишіть значення добутку п-т. 
п 
2,1(6)+2,8(3) 


18 
запишіть число, що дорівнює 11 % від знайденого значення. 


4) Обчисліть значення виразу 1,18). У відповідь 


Бонусне завдання 

6 Обчисліть куб знаменника нескінченно спадної геометричної 
прогресії, якщо її сума в 5 разів більша за суму перших трьох 
її членів. 


Див. приклади 3-5 «| 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 


Інженер-хімік: 

• проводить дослідження з ме- 
тою отримання продукції із 
заданими властивостями; 

• здійснює контроль за ходом 
технологічних процесів; 

• проводить виробничо-техноло- 
гічну, організаційно-управлін- 
ську, проєктно-конструктор- 
ську, дослідницьку діяльність; 

• моделює технологічні проце- 
си, описує їх математичними 
методами. 


б 


4< Як мистецтво дарує 
людині красу чуттєвого, 
так математика дарує лю- 
дині красу розумового. 
Недаремно ж так багато 
великих математиків були 
ревними шанувальниками 
поезії, а чимало поетів ви- 
словлювало своє захоплен- 
ня стрункістю та красою 
математичної думки. 


Ніна Вірченко 
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До прикладу 1 


В 2 
1 
2 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

ТЕ З о 


" прогресію на змінні не наклада- 
ється жодних обмежень. Роз- 
в'язки можна знаходити завжди. 


У завданнях на геометрич- 
ну прогресію слід ураховувати 
умови 0+0, 9+1. 


. . 
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За допомогою пакетів прикладних програм ви можете задати 
арифметичну та геометричну прогресії, знайти п-й член та об- 
числити суму перших п членів цих послідовностей. Використаємо 
для цього програму №МісгоѕоЁ Ехсеї. 

Для запису арифметичних дій у МісгоѕоЁ Ехсеї використову- 
ють позначення, наведені в таблиці. 


=] ПРИКЛАД 1 


Знайдіть сьомий член і суму перших 7 членів арифметичної 
прогресії (а,) , перший член якої дорівнює З, а різниця дорівнює 4. 
Алгоритм 
1. Для зручності позначте літерами а і 5 перші два стовпці — 
вони міститимуть відповідно члени а, арифметичної прогресії 
ісуми 5, перших п членів арифметичної прогресії (а,) й 
2. Заповніть клітинки першого стовпця. Уведіть: 
а) у клітинку А2 число З -- перший член прогресії; 


б) у клітинку АЗ формулу =А2+4 для знаходження а, та на- 
тисніть Епіег. Тепер клітинка АЗ містить значення а, - Ї; 

в) у наступні клітинки формулу для знаходження п-го члена 
арифметичної прогресії. Для цього виділіть клітинку АЗ 
і перетягніть маркер заповнення (у правому нижньому куті) 
вниз уздовж стовпця А, у даному випадку -- до восьмого 
рядка. У клітинці А8 отримаємо значення а; 27. 


3. Заповніть клітинки другого стовпця. Уведіть: 


а) у клітинку В2 число З -- перший член прогресії, оскільки 
сума першого члена дорівнює першому члену; 

б) у клітинку ВЗ формулу =В2+АЗ для знаходження 5, та на- 
тисніть Епіег. Тепер клітинка ВЗ містить значення 5, - 10; 

в) у наступні клітинки формулу для знаходження суми п пер- 
ших членів прогресії. Для цього виділіть клітинку ВЗ і пе- 


ретягніть маркер заповнення вниз уздовж стовпця В. У клі- 
тинці В8 отримаємо значення 5, =105. 


= ПРИКЛАД 2 


Знайдіть 308-й член і суму перших 308 членів арифметичної 
прогресії (а,,) , перший член якої дорівнює 3, а різниця дорів- 
нює 4. 

Алгоритм 

Скористаємося формулами для знаходження п-го члена та 
суми перших п членів арифметичної прогресії: а, = а -4(п-1) Я 
5 - ана, 

2 


1. Позначте літерами а1, аі п перші три стовпці — перші 
два міститимуть відповідно значення першого члена та 
різниці арифметичної прогресії, третій — номер п. 

2. Заповніть клітинки другого рядка. Уведіть: 

а) у клітинку А2 число З -- перший член прогресії; 

б) у клітинку В2 число 4 -- різницю прогресії; 

в) у клітинку С2 число 303 — значення п. 

3. Заповніть клітинки третього стовпця. Уведіть: 

а) у клітинку СЗ формулу =А2+(С2-1)*В2 для зна- 
ходження п-го члена прогресії. Тепер клітинка СЗ 
містить значення азоз 1211; 

б) у клітинку С4 формулу =(А2+С3)/2*С2 для зна- 
ходження суми перших п членів прогресії. Тепер 
клітинка С4 містить значення 53 - 188921. 


8 ПРИКЛАД З 


Знайдіть четвертий член і суму перших 4 членів гео- 
метричної прогресії (№, ), якщо б, =10, 4-2. 
Алгоритм 
Скористаємося формулами для знаходження п-го 
члена та а вазі п членів геометричної прогресії: 
а НИ 8, = . 00,9 (4+0, 4#1). 


1. Позначте літерами Ь1, аі п перші три стовпці — перші 
два міститимуть відповідно значення першого члена та 
знаменника геометричної прогресії, третій — номер п. 

2. Заповніть клітинки другого рядка. Уведіть: 

а) у клітинку А2 число 10 -- перший член прогресії; 
б) у клітинку В2 число 2 — знаменник прогресії; 
в) у клітинку С2 число 4 — значення п. 

3. Заповніть клітинки третього стовпця. Уведіть: 

а) у клітинку СЗ формулу -А2"РОМУЕК(В2,С2-.1) для 
знаходження п-го члена прогресії. Тепер клітинка 
СЗ містить значення а, -80; 

б) у клітинку С4 формулу =(А2-С3*В2)/(1-В2) 
для знаходження суми перших п членів прогресії. 
Тепер клітинка С4 містить значення 5, -150. 


(9) ТРЕНУЄМОСЯ 


«0 Знайдіть дев'ятий член і суму перших 9 членів гео- 
метричної прогресії (ь,,) , якщо б, - 10,4-2. 


2) Знайдіть суму нескінченно спадної геометричної про- 
гресії (р,), якщо б, -3, д-0,25. 


2 
з 
ЕЯ 


ю 


з 


До 


з 


прикладу 2 


Ж =А29С2-1)*В2 


та (А чан 9; 


лаша 


А 4(А24С3)/2"С2 


До 


10 


ніжний а 


прикладу 3 


Ў: | -АРОММЕЦВЈ,С2-) 


=(А2-С3'82)/(1-82) 


КЕЕ 


10 


З,а 


Х| з(д2-С3"82)/(1-82) 


Знай 


@ Ви дізналися, що таке числова послідовність, які є способи її задання, навчилися знаходити 


будь-який член послідовності за заданою формулою. 


Числова послідовність — це роз- 
міщені в певному порядку числа, 
або упорядкований набір чисел. 
Числа, що утворюють послідов- 
ність, називають членами послі- 
довності. 

Кожний член послідовності позна- 
чають літерою з індексом, що вка- 
зує його порядковий номер: напри- 
клад: а), а», аз... 

Послідовність прийнято позначати 
символом п-го члена, взятим у дуж- 
ки, наприклад: (а, ), (В, )» (х,). 


Аналітичний спосіб задання 
послідовності: 


е задано формулу, за якою можна 
знайти будь-який член послідовно- 
сті, якщо відомий його номер; 

• цю формулу називають формулою 
п-го члена послідовності, напри- 
клад: 8, 250-80(п-1) — формула 
п-го члена послідовності з. 


Послідовності бувають: 
• скінченними (містять скінченне число членів); 
• нескінченними (містять нескінченне число 
членів). 


Послідовність називають: 


• зростаючою, якщо кожен її наступний член 
більший за попередній, тобто а, џ>а,; 


• спадною, якщо кожен її наступний член мен- 
ший від попереднього, тобто а, <а,; 


• стаціонарною, якщо вона має вигляд х, =с, 
де с=сопѕі (стале число). 


Способи задання послідовностей: словесний; таб- 
личний; аналітичний; рекурентний, графічний. 


Рекурентний спосіб задання 
послідовності: 


е задано перший або декілька перших 
членів послідовності; 

• задано формулу, за якою можна знайти 
будь-який член послідовності через по- 
передні члени. 


о Ви познайомилися з арифметичною прогресією, її елементами та властивостями, навчилися 
знаходити суму перших п членів арифметичної прогресії. 


Арифметична прогресія -- числова 
послідовність, кожний член якої, по- 
чинаючи з другого, дорівнює поперед- 
ньому, до якого додається одне й те 
саме число. 

Різниця 4 арифметичної прогресії — 
число, яке є різницею між певним чле- 
ном послідовності (починаючи з друго- 
го) та попереднім її членом. 


Арифметичну прогресію можна задати 
рекурентно: а, =а, +4, пе М. 

(а, ) - арифметична прогресія; 

а -- різниця арифметичної прогресії; 

п — номер члена арифметичної прогресії; 
а; — перший член послідовності; 


а, -- п-й член послідовності. 


п 


Характеристична властивість Узагальнена характеристична 
арифметичної прогресії властивість арифметичної 
Кожний член арифметичної прогресії, починаючи з дру- прогресії 
Кожний середній член арифме- 
тичної прогресії дорівнює серед- 
якщо (а,,) -- арифметична прогресія, то а, = ню ньому арифметичному рівновід- 
далених від нього членів: 


гого, є середнім арифметичним двох сусідніх з ним: 


Справедливим є і обернене твердження: 
= атр ъа 


атл +а 
якщо РР п 


"1 зд, (п 22), то послідовність (а, ) і 


, п-К21. 


є арифметичною прогресією. 


Формули для обчислення суми перших 


Формула п-го члена арифметичної п членів арифметичної прогресії: 
прогресії: а, =а; -Ф(п- 1) а, +а, 2а, +4(п-1) 
Зал ооо; 8 = ———————.п 
2 2 


Ө Ви дізналися, що таке геометрична прогресія, які її елементи й властивості, навчилися 
знаходити суму перших п членів геометричної прогресії. 


Характеристична властивість 
геометричної прогресії 
Квадрат довільного члена геометричної про- 
гресії, починаючи з другого, дорівнює до- 
бутку попереднього та наступного її членів: 


Геометричною прогресією називають по- 
слідовність, кожний член якої, починаючи 
з другого, дорівнює попередньому члену, 
помноженому на одне й те саме відмінне 
від нуля число. 


якщо (Ь,) -- геометрична прогресія, то 
2 
Число, на яке множаться члени прогре- Бо Зб бла: 
сії, називають знаменником геометричної Справедливим є і обернене твердження: 


прогресії і позначають літерою 4. : ; 
якщо б. зв =0 Ь 
що Б, 1:6, =67, ТО послідовність (5, ) 


є геометричною прогресією. 


А Інше формулювання характеристичної 
Геометричну прогресію можна задати 


властивості 
рекурентною формулою: Модуль кожного члена геометричної про- 
Бом =, Я» пе М, б, +0, дє0, гресії, починаючи з другого, є середнім гео- 


метричним двох сусідніх з ним: 
1 


або 220 е 
и |, |= Ват Р 9 


Формули для обчислення суми 


У перших п членів геометричної прогресії: 
Формула п-го члена геометричної 


прогресії: Б, = 6:9"! Саин з ЯН 9+0, 4+1 


1-9 


@ Послідовність (9) задано формулою п-го 


члена х, = . Знайдіть х2. 
п+1 
Ш Б В г 
НИ 4 6 12 


. 


Знайдіть різницю арифметичної прогресії 
(а ЈЕВ зу 

А Б В Г 
р 


5 4 -4 


. 
оосссосссвввсвововововввовсвсововсвсссвсоввсовсвссвсовсвсосвовововеог 


. 
. 
е 


Визначте шостий член геометричної прогре- 
сії (Б,), якщо 6; -2, а знаменник 4-7. 


: ра Б В г & 
: 2 Т : 
: 14 -- — 9 : 
і т з і; 
г Р 1 
@ У геометричній прогресії (5, ) 6, =6, 4 = т. 


ь, = 0,006. Знайдіть п. 


(5 Укажіть трійку чисел, які у поданому 
порядку утворюють арифметичну про- 


гресію. 
Го Б В г Ж 
1 0-44  -8; 65-12 -7;0;7т 1,37 : 


й Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


(6) Складіть формулу для обчислення суми пер- 
ших п членів геометричної прогресії (6,), 
якщо Ь, =5". 


оососсссовсвовововсовввовововсововвввовововововвсвовосвововсогоо 
. 


г И з 
: 8, 41-57) 3, -5(5"-1) : 
| 8, - 1-5") 5, -5"-1) і 


Ө Визначте, чи є число 11 членом послідовно- 

й дп й ій 
сті у, нак . Якщо так, то знайдіть його 
порядковий номер. 


Між числами -10 і 2 вставте такі два числа, 
щоб усі чотири числа утворили зростаючу 
арифметичну прогресію. Знайдіть 14-й член 
цієї прогресії. 


9) Знайдіть: 


1) кількість усіх двоцифрових натуральних 
парних чисел, менших від 81; 

2) суму всіх двоцифрових натуральних пар- 
них чисел, менших від 81. 


«9 Вивчаючи японську техніку оригамі, Кате- 
рина за перший місяць виготовила за цією 
технікою 25 виробів. Кожного наступного 
місяця дівчина створювала удвічі більше 
виробів, ніж попереднього. 

1) Скільки виробів створила Катерина за 
четвертий місяць від початку навчання? 

2) Скільки всього виробів створила Катери- 
на за 4 місяці від початку навчання? 


Бонусне завдання 


- У лівій частині рівняння 1-х+х2-х? +...= 3х 
стоїть сума нескінченно спадної геометрич- 
ної прогресії. Знайдіть х. 


\ У 

Р 

ОСНОВИ КОМБІНАТОРИКИ, 

ТЕОРІЇ ИМОВІРНОСТЕИ ТА СТАТИСТИКИ 

ЗАСТОСОВУЄМО НА ПРАКТИЦІ 

В усіх сферах людської діяльності проводять- • візуалізувати інформацію за допомогою ін- 
ся статистичні дослідження, за результатами фографіки; 
яких за допомогою теорії ймовірностей скла- е обчислювати кількість можливих спосо- 


дають прогнози і розв'язують задачі із засто- 
суванням комбінаторних правил і формул. 
Опанувавши цей розділ, ви зможете: 


бів розміщення об'єктів або варіантів здій- 
снення певних дій; кодувати повідомлення, 
створювати безпечні паролі для гаджетів; 


• збирати, систематизувати, узагальнювати • оцінювати ймовірність настання певної по- 


дані та на основі їх аналізу приймати ефек- 
тивні рішення; проводити маркетингові та 
соціальні дослідження; 


дії; розробляти виграшні стратегії для ігор; 


застосовувати початкові знання розділу 
«Стохастика» для навчання в майбутньому. 


ШЛЯХОМ ДОСЛІДЖЕНЬ 


• Історія розвитку статистики 
• Частотний аналіз літературних текстів 
• Сучасні інструменти для візуалізації даних 
• Комбінаторика, модель ДНК і генетичний код 
44 Людину, яка вміє спо- 
стерігати й аналізувати, 
ввести в оману просто не- 
можливо. 
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• Комбінаторика, шифри і криптографія 

• П. Ферма, А. Кейлі, О. Веблен і магічні квадрати 
• С. Лойд ігра в «п'ятнашки» 

• Теорія графів 

• Задача Леонарда Ейлера про Кенігсбергські мости 
• Теорія ігор: застосування стратегій у житті 

• Кубик Рубіка Артур Конан Дойл 
• Парадокс Монті Голла 


821 | ПОЧАТКОВІ ВІДОМОСТІ ПРО СТАТИСТИКУ. 
СПОСОБИ ПОДАННЯ ДАНИХ ТА ІХ ОБРОБКИ 


Ви навчилися задавати функції та послідовності за допомогою таблиць і графі- 
ків, розв'язували задачі на відношення та відсотки, визначали середнє арифме- 


тичне, будували діаграми й графіки на уроках математики та інформатики 


Ви ознайомитеся з різними типами даних, основними способами подання даних, 
СЬОГОДНІ навчитеся аналізувати інформацію, подану у вигляді таблиць і діаграм, розріз- 
няти статистичні середні 


Ви зможете проводити опитування, візуалізувати дані та аналізувати отриман 
ЗАВЖДИ | р у У У у р у 


інформацію за допомогою статистичних середніх; розпізнати «неякісну» рекламу 


В ОДИН КЛІК Учні 9-го класу розмістили на сайті школи відеоматеріал 
щодо професій, пов'язаних зі статистикою, та запропонували 
анкету для учасників його перегляду. 


АНКЕТА ДЛЯ УЧАСНИКІВ ПЕРЕГЛЯДУ ВІДЕОМАТЕРІАЛУ 


1. Ваша думка щодо відеоматеріалу: 2. Ваш вік: років. 
дуже цікаво 
досить цікаво 


3. Ваша стать: 
можна дивитися і 
Для проведення опитувань ство- == (| дівчина 


рено безліч сервісів і програм, ИА ры (1) хлопець 
зокрема: Му Роїїз, Роїї (для 

Расероок), АсероіЇіѕ (для ТуміНег), 
Туреїогт (для мобільних при- 
строїв), 5ітроїі, 5игуеу Мопкеу 
тощо. 


Дані, отримані в ході опитування, було упорядковано в таб- 
лицях (див. табл. 1-3). 


1) Проаналізуйте дані, наведені в табл. 1-3. Яку інформацію 
ви отримали? 
Для створення інтерактивного 


М 2) За допомогою яких графічних зображень доцільно візуалі- 
опитування потрібно, наприклад: 


зувати дані, наведені в табл. 1-37 


? зайти на Ғасебоок Роїі; 8). Знайдіть 


" вибрати назву і опис опиту- а) відносні частоти кожної вікової категорії учасників пере- 
вання; гляду; 
? вибрати варіанти відповідей; б) медіану числового ряду, що відображає щоденну кіль- 
• опублікувати опитування на кість переглядів відеоматеріалу протягом тижня; 
сторінці. в) моду числового ряду, що відображає дані про оцінку ві- 
деоматеріалу. 
Таблиця 1 


Кількість переглядів відеоматеріалу протягом тижня 


соссосовововвововововвевсвоввввовввовсовововововсосововсововсовсовововсвсвсовсововсововововововсвсвовооввссссвсовсовсвссвовсововоссвсовсовововевовов 
. 


: День тижня Понеділок Вівторок Середа Четвер П'ятниця Субота Неділя Усього! 


і Кількість переглядів 12 9 14 8 16 24 17 100 : 


. е 
сосоосововововововововововововсвоввввсоввововсововововввовоововововововсовововсововововововововвоввовввоовввсвсововсввововвсвовоо 
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Таблиця 2 
Оцінка відеоматеріалу за запропонованими критеріями 


Можна Не Я 
Дуже Досить Неці- 
. 3 диви- дуже Усього 
цікаво цікаво каво 


тися цікаво 


оооооеоо е 


| Критерій 


Кількість учасни- 34 42 14 6 4 100 - 


: ків опитування г 
Таблиця З 
Розподіл учасників опитування за віком і статтю 
Вік, роки 
Стать Усього 


6-8 9-11 12-14 15-117 


Дівчата 5 10 12 26 58 
Хлопці 4 т 18 28 47 
Разом 9 іт 25 49 100 .- 


. 
сосссссовововсовововвововсововсовсвсовсвовввовововвоссовововсовсввсововсввовововового 


Для того щоб виконати ці завдання, ознайомимося з почат- 
ковими відомостями про статистику. 


Ви щодня маєте справу зі статистикою, наприклад, коли 
дивитеся телепрограми, переглядаєте сайти, користуєтеся га- 
джетами, відвідуєте торговельні центри, навіть у школі та на 
тренуваннях. До того ж ви й самі є об'єктами статистики: зріст, 
колір волосся, успішність, уподобання, кількість дописувачів 
у соціальних мережах тощо. 


Сьогодні термін «статистика» має кілька значень. Під ста- 
тистикою розуміють: 


е практичну діяльність щодо планомірного й систематичного 
збирання, опрацювання та поширення даних про суспільні 
явища і процеси; 

е чисельні дані, які всебічно характеризують різні аспекти 
розвитку суспільства; 

• суспільну науку і відповідно фахову навчальну дисципліну. 
Для виявлення статистичних закономірностей статистика 

вивчає тільки масові явища та процеси. 


Наприклад: 

• статистика досліджує виробництво, споживання, торгівлю, 
народжуваність, злочинність тощо; 

• статистика може досліджувати урожайність, погодні умови, 
стихійні лиха, якщо спостерігається достатня кількість «по- 
вторів» цих явищ і процесів за тривалий час; 

е статистика не досліджує політ на Місяць, пошук скарбів, па- 
діння метеоритів, оскільки ці явища та процеси не є масовими. 


сосссссвовввсоввввововововововвовововввововсовововсввововововогвогое 


а 


. 
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КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 
е статистика 
е вибірка 
е типи даних 
е способи подання даних 
таблиці, діаграми 
частота, відносна частота 
середнє значення 
мода 


медіана 


"зева наука. 

Вона складається з таких роз- 
ділів, як: 

• загальна теорія статистики, 


» прикладна статистика, 
• математична статистика, 
• економічна статистика, 
• економетрика, 


• правова статистика, 


демографія, 


медична статистика, 
• технометрика, 

• хемометрика, 

• біометрика, 

• наукометрика тощо. 


Статистика є дуже корисною, 
оскільки допомагає приймати 
правильні рішення. 


. . 
сосососсввввововввововввовсововового 


сососсссвовововввсвовововввсоввовсвсовововововововсовововсоввоссвввосвово 


Практична 
діяльність 


Суспільна 
наука 


Чисельні 
дані 
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Розділ 4 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


У науковий обіг термін «статис- 
тика» (від італ. 5їаю -- держа- 
ва і лат. 5іаїш5 — стан речей) 
увів німецький учений Готфрід 
Ахенвалль у 1746 р., запропо- 
нувавши замінити назву курсу 
«Державознавство» назвою 
«Статистика». 


Етап 1 Етап 2 
Розроблення Збирання 
програми інфор- 

дослідження мації 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


< - 
— - 


Існують різні види і схеми від- 
бору до вибірок, з якими ви 
ознайомитеся, вивчаючи стати- 
стику в подальшому, зокрема: 
випадкова, механічна, стратифі- 
кована (районована), серійна, 
квотна, стихійна вибірки, метод 
«снігового клубка» тощо. 


Генеральна 
сукупність 


ӨМ  СЛІДЗНАТИ! 


Ж 


Ми будемо розглядати один із розділів статистики, а саме 
описову статистику. 


ооооовоееоеоввоовоевововооесоовововоевеоввввовоевовввоеовоевовеовоевооввоеосое е 
. 
. 


7 Описова статистика — розділ статистики, що займається 
"" опрацюванням емпіричних (отриманих шляхом експеримен- 
: ту, на основі практики) даних, їх систематизацією, наоч- 
З ним поданням у вигляді графіків і таблиць та їх кількісним 
: описом за допомогою основних статистичних показників. 


. 
сососссововсввовввввовввввововововвввввововввввввовввовввввввввововововововового" 


. 
ооееоооооеовоооее 


Для отримання інформації щодо різних суспільних та со- 
ціально-економічних явищ проводять спеціальні статистичні 
дослідження. Процес статистичного дослідження можна розпо- 
ділити на такі основні етапи. 


Етап 3 Етап 4 Етап 5 
Упорядкування, Статистич- Підготовка звіту 
опрацювання, ний аналіз з висновками та 
подання інформації інформації рекомендаціями 


У цьому параграфі ми обмежимося розглядом деяких понять 
статистики, методів первинного опрацювання та способів по- 
дання статистичної інформації, що використовуються на різних 
етапах статистичних досліджень. 


ВИБІРКА 

Щоб збирати статистичну інформацію, необхідно розуміти, 
КОГО опитувати та яку КІЛЬКІСТЬ об'єктів потрібно вивчити. 

Уявімо, що нам доручено дізнатися думку мешканців мі- 
ста щодо виокремлення на його дорогах велосипедних доріжок. 
По-перше, очевидно, що провести опитування ВСІХ мешканців 
практично неможливо (складно організувати і потребує значних 
фінансових витрат). Отже, необхідно відібрати певну кількість 
мешканців для опитування. 


По-друге, ми можемо отримати РІЗНІ результати, які не ві- 
дображатимуть думку мешканців УСЬОГО міста, якщо будемо 
опитувати, наприклад, тільки: учнів одного класу; або людей, 
які мають велосипеди; або автомобілістів; або юнаків і т. д. 


Постає питання: яким чином обрати для опитування респон- 
дентів (від латин. геѕропаеге — відповідати, реагувати)? 


Отже, з усіх мешканців міста, тобто генеральної сукупності, 
нам необхідно вибрати частину мешканців міста, тобто вибірко- 
ву сукупність, яка відображатиме характерні особливості всіх 
мешканців. 


Генеральною сукупністю називають усю сукупність об'єктів 
(елементів), яку потрібно дослідити. 

Вибірковою сукупністю, або вибіркою, називають сукупність 
об'єктів (елементів), відібраних із генеральної сукупності для 


дослідження. 
Кількість об'єктів (елементів), що увійшли до вибірки, на- 
зивають об'ємом вибірки. 


Розглянемо приклад. 

У день проведення виборів на виході з виборчих дільниць 
проводять екзит-поли (ехії ройіз -- опитування на виході) се- 
ред виборців, обираючи для опитування, наприклад, кожного 
десятого. 


Генеральна сукупність: усі виборці України. 


Вибірка: кожний десятий виборець, який проголосував на 
виборчій дільниці. 


Об'єм вибірки: залежить від кількості безпосередніх учас- 
ників голосування на кожній дільниці. 


На основі дослідження вибірки роблять висновок про всю 
генеральну сукупність. У статистиці цей метод дослідження на- 
зивають вибірковим методом. 


Щоб за даними вибірки можна було впевнено робити ви- 
сновки стосовно всієї генеральної сукупності, необхідно, щоб 
об'єкти вибірки правильно ПРЕДСТАВЛЯЛИ генеральну сукуп- 
ність, а дослідження носило МАСОВИЙ характер. 


сосссссовововввоввсвоввововсововсвоввовововввовововововсосвсовововвоввсововвсвооооо 
. 
. 


е Вибірка має бути представницькою, або репрезента- 
тивною (від фр. гергеѕепіаїії, англ. гергезепі -- пред- 
ставляти). 


• Дослідження має бути масовим. 


е 
оооовеовоосооове 


. 
сососоосововововвововововвоввоввсвввоввсвововвововввввввовововввввововововвовооооо 


За законом великих чисел (який ви вивчатимете в майбут- 
ньому) вибірка буде репрезентативною, якщо кожний її об'єкт 
буде вибраний випадково з генеральної сукупності. 


Зміст вибіркового методу 
можна проілюструвати за до- 
помогою прикладу з тортом: 
вам не потрібно їсти весь торт 
для того, щоб дізнатися про 
його смак,-- достатньо з'їсти 
один шматочок. 


е . 


Існують різні види і типи вибірок, які застосовують у стати- 
стиці і з якими ви ознайомитеся в подальшому. Для досліджень 
обирають такі вибірки, які дають найбільш репрезентативні ре- 
зультати, оскільки вибірка має бути «зменшеною копією» гене- 
ральної сукупності. 


ооссссововсовововововововововсововововового 


ооососововововововововововововововоє 


. . 
ссссососвовсввоввввовсвсвововсвввовового 


РОЗМИНКА 1 
СЛІД ЗНАТИ! 


• Будь-яка помилка у визна- 
ченні вибірки може спо- 
творити висновки стосовно 
генеральної сукупності. 


Ө здійснюється опитування учнів 9-х класів певного міста 
щодо того, як вони проводять свій вільний час. 


1) Що є генеральною сукупністю цього дослідження? 


2) Визначте, яка із запропонованих вибірок буде репрезен- 


тативною для цього дослідження: 
е Під час опитування можна 


отримати хибні результати, 
якщо люди, відповідаючи 
на запитання, або не хочуть 


Ди й й ; й про щось говорити, або пе- 
г) випадковим чином відібрані учні 9-х класів усіх нав- ребільшують. 


чальних закладів міста. . А 


. е 
воооооеовоеоововоеооооввовововсоовоооо 
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а) усі учні 9-х класів однієї школи; 

б) усі дівчата 9-х класів, які відвідують спортивні секції; 

в) випадковим чином відібрані учні 9-х класів усіх ліцеїв 
1 гімназій; 


еооооеоовоевовоововововвоовоовосоеовоооев 


е 
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. 
. 
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сосссссссововсововововововововововог 


" ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


З'ясувати, з якими даними 
ви працюєте, допоможе 
запитання: чи можна з цими 
даними виконати такі мате- 
матичні дії, як додавання 
й віднімання? 


• Якісні дані показують не 
кількісні зміни характерис- 
тик, а належність до певної 
категорії. 


В ОДИН КЛІК 


Сайти, які містять різноманітні 


дані світової статистики 


уму м/огі дотетегз.іпіо /иК / 
Світова статистика (УУогідйоте- 


і 


егѕ) у режимі реального часу: 
населення; уряд та економіка; 
суспільство та засоби масової 
інформації; 
водні ресурси; енергетика; 
здоров'я тощо. 


ууу Ккпоета.сот / аїіаз / 
икгаїпе 
Світовий Атлас Даних: 


ключові і детальні показники для 
190 країн світу; показники з еко- 
номіки, демографії, охорони 
здоров'я, енергетики, сільсько- 
го господарства, освіти тощо; 

рейтинги країн світу; інтерактив- 
ні карти світу і країн; порівнян- 
ня країн і регіонів між собою. 
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ооссововввввоввсвоввосвовового 
. 


ТИПИ ДАНИХ 


Дані для статистичних досліджень отримують різними 
способами, зокрема здійснюють: вимірювання, опитування, 
анкетування, спостереження, підрахунок, вивчення відкритих 
інформаційних джерел тощо. 

Перш ніж аналізувати зібрані дані, потрібно з'ясувати, 
до якого типу вони належать. 


Кількісні дані Якісні дані 
Кількісні (або числові) да- 
ні — дані, які можна виміря- 
ти. Кількісні дані збирають, 
вивчаючи показники, які 
можна порівнювати із засто- 
суванням чисел. 


Якісні (або категорійні) да- 
ні — дані, які неможливо 
виміряти. Якісні дані збира- 
ють, вивчаючи показники, 
які можна описати тільки 
словами (зокрема, позитивна 
чи негативна відповідь). 


Приклади кількісних даних 
Вік респондентів, кількість 
переглядів відеоматеріалу 
(див. актуальну задачу) 


е Кількість дітей у родині 
• Час, необхідний для трену- 


Приклади якісних даних 


Стать респондентів, оцінка 
відеоматеріалу (див. акту- 
альну задачу) 

Оцінка «Подобається» чи 
«Не подобається» 


оосссоссвсвввовововововввовововсссвввововововововог 


вання • Розміри одягу та взуття  .: 


ооссососсвовсовввовсвсввввввоввввсвовввввововввосввсвововввсоввввововвссввсвсвссввововововог 


8-поміж якісних даних, що використовують у статистиці, 
можна виділити: 


• так звані порядкові дані — такі, що їх можна розташувати 
за порядком від найменшого до найбільшого або за шкалою 
часу (наприклад, місяці року, дні тижня, значення рейтин- 
гів -- перший, другий, третій); 

• отримані за допомогою багатоваріантних відповідей (напри- 
клад, оцінювання роботи оператора саї-центру від 5 до 1, 
де 5 -- дуже добре, 1 — дуже погано). 

Далі ми будемо працювати з наборами даних, які подано 
в числовому форматі, — числовими рядами даних. 


РОЗМИНКА 2 


Ө Визначте, які з наведених даних є кількісними, а які — 
якісними: 1) назва компанії; 2) баланс банківського рахунку 
(у грошових одиницях, далі — г. о.); 3) відповідь на запи- 
тання «Так» чи «Ні»; 4) колір волосся; 5) результати вступу 
до вишів «Зарахований(а)» чи «Не зарахований(а)»; б) дов- 
жина дистанції (у м); 7) громадянство; 8) відсоткова ставка 
за кредитом. 


Отже, в ході статистичного дослідження було зібрано ін- 
формацію. Для подальшого її аналізу потрібно цю інформацію 
впорядкувати, згрупувати і систематизувати. Для цього засто- 
совують табличний спосіб подання даних. 


ТАБЛИЧНИЙ СПОСІБ ПОДАННЯ ДАНИХ 
Таблиця -- це спосіб раціонального, компактного, наочного 
подання систематизованої інформації про досліджуваний об'єкт 
у числовій формі та в певному порядку розміщення. 


Для подання даних, отриманих у результаті статистичних 
досліджень, використовують частотні таблиці (/гедиепсу їабіез), 
у яких зазначають частоту та відносну частоту. 


Частота -- це число, яке показує, скільки разів певне зна- 
чення (елемент) зустрічається у вибірці. 


Сума частот усіх значень (елементів) вибірки дорівнює 
об'єму вибірки. 


Відносна частота -- це відношення частоти значення (еле- 
мента) до кількості всіх значень (елементів) вибірки (об'єму 
вибірки). 


Наприклад, звернімося до табл. 3, наведеної в актуальній 
задачі. За результатами опитування було отримано такий роз- 
поділ учасників анкетування за віком (табл. 4). 


Частота 


Кількість учасників 


Таблиця 4 
Розподіл учасників опитування за віком 


еооооооооооооооо оо о оо 5 


9 17 
А о о 
Відносна частота 100° або 9 % 100° або 17 % 


100 


З табл. 4 ми можемо бачити, що: 


1) об'єм вибірки показує, скільки всього учасників відповіли 
на запитання анкети, а саме 9-17-25-49-100. 

2) частота 25 показує, що в опитуванні взяли участь 25 учнів 
віком 12-14 років; 

3) відносна частота 49 % показує, що частина учасників опи- 


тування віком 15-17 років становить 49 %, що є найбіль- 
птим відсотком від усіх учасників анкетування. 


Для створення частотних таблиць зручно діяти за таким 
алгоритмом. 


Алгоритм створення частотної таблиці 
Записати числовий ряд — усю СУКУПНІСТЬ елементів, 
що входять до вибірки. 


Визначити об'єм вибірки -- кількість усіх елементів, що 
входять до вибірки. 


Знайти найменше і найбільше значення числового ряду. 
Упорядкувати числовий ряд за зростанням (або за спаданням). 
Знайти частоту для кожного елемента. 


Знайти відносну частоту для кожного елемента (у відсот- 
ках) за формулою: 


частота елемента 


відносна частота = · 100% 


кількість усіх елементів вибірки 


е 
е 
. 
е 
е 
. 
. 
. 
.- 
. 
. 
. 


25 
———, або 25 % 
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оососссововововововсовововового 
. 


"" СЛІД ЗНАТИ! 


З Відносну частоту зазвичай ви- 
ражають у відсотках. 
Сума відносних частот дорів- 
нює 100 %. 


. . 


оооооовововвоооое 


. . 
оосссссвововововвввсвсвововововововоо 


СЛІД ЗНАТИ! 


е 


Об'єм вибірки 


ооооооооовооооооввосооовов о ојроововоооеоо о 
й . е 


ае 17 років | Усьог‹ 
49 


49 
———, або 49 У, 


(в) 
100 о 


е 
ооссососвововововововововововововвововсввововсвовввововвоввовввоововсввовововсововввововововововсввсвововвсовсововововововововогвогво 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 

Частотний аналіз 

і Абетка Морзе 
Кажуть, що Семюель Морзе 
визначив вживаність літер анг- 
лійської мови в такий спосіб — 
він зайшов до друкарні і пере- 
рахував число літер, складених 
у касах для ручного набору. 
Але цей підрахунок виявився не- 
точним. Наприклад, літера «О», 
яка займає четверте за вжива- 
ністю місце в англійський мові, 
в абетці Морзе зображується 
трьома тире, а літера М (шіст- 
надцяте місце) — двома тире. 


(ловити ЩО 
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Розділ 4 


от ө 

нт о е 

мт өе ө ө 

оре өө өө 
њ тө ө ө ө ө ө 
то о ө ө 

чу 


Рис. 1 


Таблиця 5 
Таблиця підрахунку 


> Кількість 
| книжок 


Підрахунок Частота і 


Умовні позначки: І — число 1, 
П-- число 2іт. д.; ЯНН-- чис- 
ло 5 (містить п'ять паличок). 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Частотний аналіз використову- 
ють у криптографії для роз- 
шифровки текстів у випадках, 
коли кожній букві ставиться 
у відповідність інша буква або 
символ. Найуживаніші літери 
зашифрованого текста відпові- 
дають найбільш уживаним літе- 
рам мови. 


Шерлок Холмс розгадав шифр 
«танцюючих чоловічків» мето- 
дом частотного аналізу, коли 
в нього накопичилася достатня 
кількість зашифрованих записок. 
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Наприклад: подамо у вигляді частотної таблиці результати 
опитування учнів 9-х класів щодо кількості книжок, які вони 
прочитали протягом місяця. 


1. Запишемо числовий ряд отриманих даних: 


2, 4, 3, 0, 1, 4, 5, 3, 4, 1, 3, 2, 4, 3, 4, 2, 5, 4, 3, 5. 
мо 20 


20 елементів 


2. Визначимо об'єм вибірки (кількість елементів) — 20. 
3. Знайдемо найменше значення: 0; найбільше значення: 5. 


4. Упорядкуємо числовий ряд за зростанням: 


ої. Тая З. з. 93,8. 44,4 4, 4,4. 5.5 5 
М 2 Д 

уҹ 1 М 1 1 

1 2 З 5 6 З 


5. Знайдемо частоту для кожного елемента за допомогою число- 
вої прямої розподілу (рис. 1) або таблиці підрахунку (табл. 5). 


6. Знайдемо відносну частоту для кожного елемента (табл. 6): 


Таблиця 6 
: 0 1_.100%=5% 3 | ——.100%=25% 
: 20 2 
1 50 10092107) 4 50 1009-3090 
8 8 
9 —_.100%=15% 5 —2_.100%=15% 
20 20 


соссосссвовсовововововововввсвсвввовововсвовововсовововововововововосововвссовововововог 


Кількість книжок, шт. : 

Усього : 

ЕУ К Е Е 

: Частота 112 |3 5 | 6 | З 20 : 


РОЗМИНКА З 


с Знайдіть загальну кількість елементів (об'єм вибірки) і ча- 
стоту для кожного елемента числового ряду: 


74, 79, 80, 81, 71, 78, 73, 72, 78, 79, 80, 79, 72, Т8. 


о Учні 9-х класів відповідали на запитання: «Скільки віль- 
ного часу залишається у вас у будні дні після виконання 
домашнього завдання?». Відповіді учнів наведено в табл. 8. 
Знайдіть частоту і відносну частоту для кожної категорії 
відповіді. 


б Серед учнів 9-х класів провели опитування щодо улюбленого 
виду спорту. Дані опитування наведені в табл. 9. Знайдіть 
частоту і відносну частоту для кожного виду спорту. Який 
вид спорту виявився найулюбленішим? 

569909 
Зауважимо, що дані, які впорядковано та систематизовано 

в таблицях, не дають наочного уявлення про співвідношення ве- 

личин. Для цього застосовують графічний спосіб подання даних. 


ГРАФІЧНИЙ СПОСІБ ПОДАННЯ ДАНИХ 


ооссососовоовововововвввсввввовсовововововсвсовввововвововосвовввововововового 
. 


Графічний спосіб подання даних полягає в наочному 
7 поданні показників за допомогою геометричних знаків, ри- 
сунків та інших графічних засобів. 


. . 
оосссососооввоввовсввввсововвсовсввовововововововевовсововвововсовововсосвсовововововог 


. 
соссссввое 


. 


Графічні зображення дають можливість вивчити структуру, 
динаміку явищ, взаємозв'язки між показниками, проаналізува- 
ти й узагальнити дані. 

На уроках інформатики ви знайомилися з типами діаграм 
та їх побудовою за допомогою Майстра діаграм табличного про- 
цесора М5 Ехсеі. 

Діаграма -- це спосіб подання даних таблиці в графічному 
вигляді для візуалізації, аналізу та порівняння. 

Розглянемо деякі типи діаграм та визначимо, у яких ви- 
падках які діаграми доцільно застосовувати. 
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Таблиця 8 

: ате .. (Кількість / 
Категорія відповіді  . ЗО 
А відповідей : 
: Не залишається 40 | 
: Приблизно 2 год 60 : 
Від 2 до 4 год 68 : 
: Понад 4 год 82 
Таблиця 9 

:Вид спорту Підрахунок і 
2 Теніс Е 8% І : 
В ін- : 
|Радміно нп : 
тон А 
: Футбол ЭЕ" : 
«Б Е А 
;раскет ннн Ш | 
: бол : 
: Плавання # Нн н П : 
: Фігурне : 


: катання 


4 Докладніше ознайомитися 

з різними типами діаграм ви 
можете, звернувшись до ін- 
тернет-підтримки підручника 


. . 
сосососововсвввввововсвовововововог 


. . 
еооовоеооооооооове 


Кругова (секторна) діаграма — це круг, поділений на сектори, кожен з яких по- 
казує, яку частину єдиного цілого становить величина в наборі даних. 


Приклад застосування: 


Розподіл вільного часу 
підлітків у будні дні 


: Використання: 


: е для визначення частки окремих елементів 
: у загальному цілому; 

: е порівняння співвідношення частин між со- 
| бою і частин із цілим. 

: У кругових (секторних) діаграмах: 

: • можна відобразити тільки один ряд даних; 
:е ряд даних не повинен містити нульових 
1 івід'ємних значень; 

1 е ряд даних має містити не більше за 7 ка- 
5 тегорій; кількість секторів має відповідати 
1 кількості категорій; 

:е якщо дані наведено у відсотках, то їх сума 
: має становити 100 %; 

:е якщо дані наведені у вигляді звичайних чи 
1 десяткових дробів, то їх сума має становити 1 


и Від2до4Агод 


м Понад 4год 


Ы Не мають вільного часу 


м Приблизно 2 год 


За даними табл. 8: 


——:860° = 72°; 


———:860° = 108°; 


268 360°=129,4°; 
200 

32 360°= 57,6. 
200 


Кільцева діаграма, як і секторна, відображає відношення частин до цілого, проте 
може містити кілька рядів даних. 


Стовпчасту діаграму створюють, коли потрібно порівняти значення кількох набо- 
рів даних, графічно зобразити відмінності значень одних наборів даних порівняно 
з іншими, показати зміну даних із часом. 


: Використання: ЕІ 
| 7" СЛІД ЗНАТИ! В 
; У дитя порівняння. даних одночасно в кількох | ро стовичастій діаграмі кожна величина“: 
:‚ рядках і стовпчиках таблиці; : подається у вигляді стовпця, висота якого :: 
: • унаочнення якісних (категорійних) даних. :, пропорційна значенню цієї величини. . 
з Приклад застосування : 


: Кількість відвідувачів музеїв у 2014 і 2016 рр. (млн осіб) Кількість відвідувачів музеїв у 2014 і 2016 роках 
: (млн осіб) 


аара реа раро 
"Лувр (Париж) 9,26 7,40: 
: Метрополітен музей (Нью-Йорк) 6,16 7,01: 
Британський музей (Лондон) 6,7 6,42: = 
| Музеї Ватикану (Ватикан) 5,89 6,07. Т 

З 


Стрічкова діаграма, як і стовпчаста, відображає порівняльну характеристику в кіль- 
кох рядках і стовпчиках таблиці одночасно. Тільки у стрічковій діаграмі категорії 
позначають на вертикальній осі, а відповідні їм значення -- на горизонтальній. 


Гістограма («гісто» з грец. - щогла) використовується для зображення інтервальних 
рядів даних. 


Гістограми схожі на стовпчасті діаграми. Проте, на відміну від останніх, основою кож- 
ного стовпця є довжина інтервалу (тобто основи можуть бути не однаковими, оскільки 
для розрахунків використовують площі стовпців); між стовпцями не має бути про- 
пусків. 


Приклад застосування 


Реєстрація швидкості руху автомобілів (км /год) 
на проспекті за 1 хв 


Швидкість транспорту на проспекті 


ЕДЫ ІСТЬ Кількість ШИД Сте Кількість : о 

3 авто авто : 2 

Ж 50-54 | 9. 15-19 | 34: В 

Ж 55-59 | 14 | 80-84 | 21 і 8 

й 60-64 | 23 85-89 15 : У 

5 г 65-69 | 16 | 90-94 12 ТЯ і 5 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74 75-79 80-84 85-89 90-94 95-99 
со ВІ МН 407. а КО, е. Швидкість, км /год 


Дані лінійчатої діаграми, графіка (або полігона) відображаються у вигляді точок, 
які сполучені лініями. 


Приклад застосування: 


: Використання: 


і е для зображення зміни даних у часі; Обсяг продажів в інтернет-магазинах у світі = 
:е ілюстрації розподілу двох і більше рядів (трлн дол.) : 
о даних, де абсциси — значення даних, ор- 2,5 : 
динати — значення частот. 2 : 
Ў " СЛІД ЗНАТИ! Е 1,5 : 
4 : -! Обсяг : 
4 Лінії, що сполучають точки, не відобра і і р ків 
: жають точні значення у вказані періоди : й 
: часу, проте дають можливість побачити : 0,5 : 
:, тенденції змін показників у часі. а : 
е ососсовсвововввввсвовововововсвввовввввввввсвввввове" Т Т т Т т т : 
2012 2013 2014 2015 2016 2017 : 

ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 
"Однакову інформацію можна подавати у вигляді таблиць або Таблиця 10 


діаграм різних типів. Важливо вміти вибирати для інтер- Структура відновлювальної 
претації даних найбільш доцільне наочне подання. енергії, використовуваної 
е наон еа генов о оа ена сееоа тое оеган аен тете тееа тета еее ене инвтн най в Україні та країнах ЄС 

у 2016 р. (%) 


ооооеоооооооое 


е 
е 
. 
е 
. 
. 
. 
. 
. 
. 


: Украї- Країни: 

02 РОЗМИНКА 4 | Вид енергії 

: 5 Е на ЕС 4 

С) Проаналізуйте інформацію, подану в табл. 10-12. :Біоенергія 64 : 

1) Складіть по три запитання до кожної таблиці. 

2) Оберіть найбільш доцільні типи діаграм для візуалізації | Сонячна | | | | | 28 б: 

наведених даних. Вітряна 54 11: 

3) Виконайте побудову діаграм за допомогою Майстра :Геотермальна 0 8 
діаграм табличного процесора М5 Ехсеї (вдома). 

Таблиця 11 Таблиця 12 

Результати опитування підлітків за темою Результати опитування підлітків щодо 
«Для чого я використовую Інтернет» телепередач, які є для них найцікавішими 

СА Е ааг Еа т ама зридаеювазьневаванькоо паса роорасалоодаадтана вае 

| Категорія відповіді зе ДР г 8 Кількість опитуваних 5 

і повідей, 96 : : Тематика телепередач - 5 

- 1 Юнаки Дівчата : 

о музику 85 І 5 

ання навчальні онлайн-курси 16 „7 1 Мистецтво 5 З 
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Розділ 4 


Розподіл кількості потягів, 
які прибули та відправилися 
протягом доби, за часом доби 


Кількість поїздів 
год- 12год | нн 
ЕЕРЕЕ Раєті 
еса | 
ЕРА 


залу в проміжок часу 20-24 год? 


Таблиці й діаграми необхідно вміти читати та аналізувати. 
Ознайомлення з таблицею чи діаграмою доцільно починати з її 
назви, визначення досліджуваних об'єктів, одиниць вимірюван- 
ня, періоду, за який подаються дані. 


= ПРИКЛАД 1 


На діаграмі (рис. 2) відображено інформацію щодо кількості 
пасажирських потягів, які прибули на залізничний вокзал і від- 
правилися з нього протягом однієї доби. Проаналізуйте дані, 
дайте відповіді на запитання, наведені нижче. 


З 5 8 8 Розв'язання 
2 5 я Я Я Аналізуємо діаграму 
І І . 
чо я 8 8 8 Це стовпчаста діаграма з двома наборами даних: час прибут- 
2 чл о т З Я тя потягів (блакитний колір) і час їх відправлення (фіолетовий 
Час доби колір). За вертикальною віссю відображено кількість пасажир- 
Прибуття Е Відправлення ських потягів, за горизонтальною — інтервали часу. 
Рис. 2 Әә Відповідаємо на запитання 
"Мо з/п Запитання Розв'язання : 
і . з Знайдемо висоту стовпчика «Відправлен- : 
1 Скільки потягів було відправлено з вок- . : й : 
ня» (фіолетового кольору) в інтервалі 20- : 


сссссссовсвсвсвсввввсвсввввсвсововсоввсссовововвоое 


Витрати української сім'ї 


8 Продукти харчування 

8 Житло та комунальні послуги 

М Неспоживчі товари, одяг та взуття 
М Охорона здоров'я та освіта 

м інше 


Рис. З 
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тажений найбільше? 


сосососсовввввсвсвввввсвсввввсвсоввввсвсвоввовововововововввововсввововсвссвввввсовововсвововововововововввсввсвсвсвововсвововововового 


24 год: було відправлено 5 потягів. 


2 У який проміжок часу на вокзал не при- Стовпчик «Прибуття» відсутній в інтер- : 
було жодного пасажирського потяга? валі 12-16 год. Й 
3 У який проміжок часу з вокзалу було Значення 2 стовпчика «Відправлення» : 
відправлено вдвічі більше потягів, ніж вдвічі більше за значення 1 стовпчика : 
прибуло? «Прибуття» в інтервалі 4-8 год. : 
4 У який проміжок часу вокзал був заван- В інтервалі 16-20 год було відправлено : 


і прибуло найбільше потягів: 6-6-12. .. 


е 


Відповідь: 1) 5 потягів; 2) 12-16 год; 3) 4—8 год; 4) 16-20 год. 
(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


є Проаналізуйте дані, які подано на діаграмах, і дайте відпо- 
віді на запитання. 

1) Накруговій діаграмі (рис. 3) наведено розподіл витрат укра- 
їнської родини (у %) за даними Державної служби стати- 
стики України за 2018 р. 

а) На які потреби родина витрачає найбільше коштів? 


б) Який відсоток родинного бюджету витрачається на оплату 
житла та комунальних послуг? 


в) Чи можна стверджувати, що українська родина витрачає 
на охорону здоров'я та освіту менше, ніж на неспоживчі 
товари, одяг та взуття? 


2) На діаграмі (рис. 4) відображено суми коштів (у тис. грн), 
які протягом місяця надійшли на банківську картку та які 
протягом місяця були витрачені власником картки в період 
з березня до липня 2018 р. включно. 

а) У якому місяці (місяцях) було витрачено більше грошей, 
ніж отримано? 

б) У скількох місяцях (з березня до липня) грошей надійшло 
більше, ніж було витрачено? 


в) На яку суму (у тис. грн) витрати перевищили надходжен- 
ня у червні? 

г) На яку суму (у тис. грн) надходження були більшими за 
витрати за весь зазначений період? 


3) На діаграмі (рис. 5) відображено кількість електромо- 
білів, які було зареєстровано в містах А і В з 2015 до 
2017 р. включно. 

а) Скільки електромобілів було зареєстровано у 2016 р. 
в місті А? 

б) Скільки всього електромобілів було зареєстровано за ці 
три роки в місті В? 

в) На скільки більше електромобілів було зареєстровано 
у 2016 р. в місті В, ніж у місті А? 

г) На скільки відсотків більше електромобілів було зареє- 
стровано у 2015 р. в місті В, ніж у місті А? 

д) Вважаючи, що тенденція, проілюстрована на діаграмі, 
зберігатиметься протягом наступних двох років, спро- 
буйте спрогнозувати кількість електромобілів, які будуть 
зареєстровані в цих містах у 2018 та 2019 рр. 


СТАТИСТИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ 


Для аналізу даних в описовій статистиці використовують 
різні показники. Розглянемо так звані статистичні середні (або 
міри центральної тенденції), що показують середнє, типове та 
центральне значення набору даних: 

е середнє значення, 
• моду, 
е медіану. 

Якщо кажуть про середній зріст, середню ціну, середню 
масу, середню зарплатню, середню температуру, то найчастіше 
мають на увазі середнє арифметичне значення. 


Середнім значенням (теап) вибірки називають середнє 
арифметичне всіх її значень. 
Середнє значення позначають Х ; читають: «ікс із рискою». 


Щоб знайти середнє значення набору даних, необхідно суму 
всіх значень поділити на кількість цих значень: 


сума всіх значень 


середнє значення = 


кількість усіх значень | 
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Надходження та витрати коштів 


25 


№ 
[= 


б 


сл 
[57 


о 


Грошові кошти, тис. грн 
ю 
ь 
ю 


мл 


Березень Квітень Травень Червень Липень 
Місяці 2018 р. 


Д Було витрачено 
Рис. 4 


В Надійшло 


Кількість зареєстрованих 
електромобілей 


Кількість електромобілів 


2016 рік 
Роки 


2015 рік 2017 рік 


їни місто А 
==ф== місто В 


Рис. 5 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Засновником графічних мето- 
дів у статистиці вважають шот- 
ландського інженера Вілья- 
ма Плейфейра (англ. У/іЙат 
Ріауїаіг, 1759-1823). У 1786 р. 
він опублікував перші графічні 
напрацювання для подання еко- 
номічних даних у вигляді ліній- 
них діаграм і гістограм. А пер- 
ша кругова діаграма з'явилася 
в його творі в 1801 р. 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! @ 4 
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сосссссовсвввсвовссвововововововововововог 


Розглянемо приклади. 


оссссссвововссвовввсвсвовововововвввввсвсовввсвсововвввсоввсвововсовововсовсвововссвовововевовово 


Кількість 
Ряд даних : Середнє значення Зауваження 
усіх значень : 
: . е Середнє арифметичне: 
Вихідний: об'єктивно характери-: 
:6,1; 5,2; 7,8; 4,9; 5,5. Хо 4,9+5,2+5,5+6,1+7,3 68 зує числовий ряд, якщо: 
:Упорядкований: 5 ' він не містить значень,: 


14,9; 5,2; 5,5; 6,1; 7,3 


які дуже відрізняються: 
від інших значень ряду: 


: Вихідний: Обчислюючи кількість! 
1-4; 5; 8; -1; 1; 0; - 2. Ха —4-2-1+0+1+8+5 _ 2 усіх значень, не забудьте: 
гУпорядкований: т т врахувати значення, що: 
1-4; 9; -1; 0; 1; 3; 5 дорівнює 0 : 
:Вихідний: Якщо значення елемен-: 
:2; 6; 9; 10; 6; 4; 6; 9; 4. —_ 2+4:2+6:3+9:2+10 тз шовгорююасни пои; 
У Е 9 Х = т = 6,2 час обчислення зручно: 
:Упорядкований: 


: використовувати значен-: 
:2; 4; 4; 6; 6; 6; 9; 9; 10 ня частот й 
Якщо числовий ряд містить нетипові значення, які дуже 
відрізняються від інших значень ряду, наприклад 1, 343, 365, 

381, то середнє арифметичне не характеризує числовий ряд: 


Ха а 2792,5. 


У таких випадках доцільно знаходити інше статистичне се- 
реднє — медіану. 


Медіана (тес//ап) вибірки — це число, що розташоване по- 
середині впорядкованого ряду даних. 


% ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


р Графічна інтерпретація : • Якщо кількість чисел у ряді є НЕПАРНОЮ, то медіаною 
: медіани , вважають число, яке розміщено посередині. 


Медіану позначають Мо. 


Для того щоб знайти медіану, числовий ряд слід упорядку- 
вати за зростанням. 


• Якщо кількість чисел у ряді є ПІАРНОЮ, то медіаною вважа- 
ють середнє арифметичне пари чисел, яка «поділяє» навпіл 


8, 8, 4, 5, 6, 6, т, т 
л упорядковану множину. 


Медіана 5,5 
Наприклад: 
8-88: 819 
: + 
: Ме-8 Щи се 5 = 8,5 
0123 4 ій т 8 Е И 
до медіани | після медіани до Е 8 | після медіани 
А 


Медіана 5,5 


2,3, 6, 6. 8,19, 10, 11, 15 2, 4, 5, 8,19, 10,11,15 


еовооооевоооеовоовеовоосоввосововооо ео 
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Мода (тоаа) вибірки -- значення, яке зустрічається най- 
частіше (найбільш «модне» значення). 


Моду позначають Мо: ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! ГА 


Числовий ряд може мати одну моду, декілька мод або вза- 
галі не мати моди. 


Наприклад: 
1) 35, 44, 40, 35, 54, 50, 35, 41; 2) -47, 52, -47, 59, 61, 59; 3) 14, 8, 10, 12, 13, 18, 6, 11. 


ИЕ З и | 


Одна мода М, - 35 Дві моди М = 47 1 М ,=59 Моди немає 


Моду легко знаходити за частотними таблицями і діагра- СЛІД ЗНАТИ! р 
мами. Значення, яке має найбільшу частоту, і буде модою. = і 


Наприклад: 


1) діаграма «Статистика реклами в Україні» (рис. 6); 
2) табл. 13 «Пісні, що входять до плей-листів». 


Таблиця 13 
збі Статистика реклами в Україні Пісні, що входять до плей-листів 
45 і 
40 Пісня (виконавець) Частота ; 
35 З і 
30 :«Мам» («Скрябін») 51 : 
я : «Не питай» («Океан Ельзи») аз 0А 
15 : 
10 : 
5 : 
0 : 


РТ 4 = о 
Ф т ш 5 Е Ы 
5 ріж Е Е о Е і . 5 
9 Фо Ф ЕБ з о :«Літо назавжди» («Аква Віта») 44 | :: 
Е Фо о оФ б = . 
Е 5 [25%] Е то. а х сесовоссввввввоввввовввввовововввввввввввввввввое" 
Рис. 6 
Мода -- зручний показник для визначення «типових» ре- Таана 
зультату або властивості, він допомагає опрацьовувати якісні ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 
(або категорійні) дані. Наприклад, магазини взуття і одягу за- Складіть числовий ряд даних, 
мовляють розміри і моделі, які користуються найбільшим попи- що містить не менше ніж 5 еле- 
том; на найпопулярніші спеціальності подає документи більша ментів, для якого: 
кількість абітурієнтів. 1) середнє значення, мода 
Ро КРАСИГРРРРИТОРТРОРТЕТТОТТЕН ТРОТЕР . аена манавивуно бі ик 
р" ЛІД И : саме значення; 
Різні міри центральної тенденції найкраще відображають : 2) середнє значення дорів- 
: дані залежно від кожного конкретного набору даних. : нює 6, мода 6, медіана 7; 


. . 
. . 
ооссссоссвсвсвовововсвсвововововсововововововсововвсвсвосвовссвсосвсововововсвовововововового 


Наприклад: електронною поштою було відправлено 7 листів, 
обсяги яких (у кілобайтах) дорівнюють відповідно: 13, 56, 62, 
13, 447, 50, 59. Яке із середніх значень найкраще характеризує 
цей ряд даних? 


3) якщо з ряду даних прибрати 
один з елементів, то середнє 
значення збільшиться на 5. 

Скільки рядів ви склали? 
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Розділ 4 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 


Збиранням та аналізом різної 
інформації щодо відвідувачів 
сайтів, яка допоможе підвищи- 
ти ефективність веб-ресурсів, 
займаються веб-аналітики. Для 
того щоб передбачати спожи- 
вацькі тренди, необхідно знати 
та інтерпретувати найрізнома- 
нітніші статистичні дані. 


Збиранням цієї статистики зай- 
маються спеціальні аналітич- 
ні системи. А ось аналізом, 
поданням та інтерпретацією 
цих даних займаються веб- 
аналітики. 


Таблиця 14 
: Розмір Кількість |: 
р Х5 13 : 
: 5 23 : 
: м 39 Н 
СПИР кланааний РЕРЕЗЕНЕУ и РУР і 
р І 47 ; 
: Хі 42 : 
: ХХІ 15 " 
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Розв'язання 
1) Упорядкуємо дані за зростанням: 18, 13, 50, 56, 59, 62, 447. 


= 18.2+50+56+59+62+447 
Середнє значення Х = 5 


=100. 


Мода М,=18. Медіана М = 56. 


2) Середнє значення 100 і мода 18 не дають уявлення про цей 
ряд даних. Адже значення 447 Кб не є типовим для від- 
правлених електронних листів і значно збільшує середнє 
значення. А значення моди 13 є значно меншим порівняно 
З іншими значеннями ряду даних. 

Отже, медіана, яка дорівнює 56, найкраще відображає ти- 
повий обсяг електронних листів. 


РОЗМИНКА 5 


@ Знайдіть моду, медіану і середнє значення вибірки, порів- 
няйте знайдені статистичні середні. 
1) 11; 18; 12; 14; 14; 3) 16, 13, 10, 8, 18, 6, 11, 14; 
2) 29; 81; 54; 29; 21; 86; 4) –7; -8; - 1; 0; 2; 3; 6. 


05 Знайдіть середню температуру за перший тиждень березня, 
якщо було зареєстровано такі показники (у °С): - 7; -4; - 1; 
0; 2; 8; 4. 


Ө Протягом місяця було продано певну кількість спортивних 
костюмів різного розміру (табл. 14). Яке статистичне серед- 
нє доцільно знайти, щоб визначити, костюми яких розмірів 
слід замовити більше за всіх у наступному місяці? 


8 ПРИКЛАД 2 


Під час опитування учнів 9-х класів щодо пріоритетного 
проведення ними вільного часу було виявлено 4 категорії від- 
повідей та отримано дані, подані в табл. 15. Визначте середнє 
значення, моду і медіану вибірки та відносну частоту варіанта 
«спортивні секції». 


Таблиця 15 


зоссососововввввсвововввввввоввовсовввсоввовввввввсвсовововсвввововововововововоевововововеовог 


Категорії відповіді Кількість відповідей : 


: Спортивні секції 33 : 
: Читання літератури 88 : 
Активний відпочинок (прогулянки, походи) 25 : 


: Відвідування театрів, концертів, виставок 29 КУ 


оооооооосвоевосооевосвооеововооовоовоевоесооеовососовоовосововевоссвевососеовсовосооее 
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Розв'язання 
"7 Крок Зміст дії Результат дії 
; <<<: 
: КРОК 1 Створимо упорядкований ряд даних 25.29. 33. 33 : 
- (за зростанням числових величин). знанні : 
5 КРОК 2 Знайдемо кількість усіх елементів числового ряду. 4 | 
: КРОК З Знайдемо суму всіх елементів числового ряду. 25-294-38-2-120 
: Визначимо середнє значення числового ряду: __ 190 : 
: КРОК 4 У сума всіх елементів числового ряду Ха 4 30 : 
: кількість всіх елементів числового ряду : 
КРОК Визначимо моду числового ряду. М,=83 — наоіважано ні 
: зустрічається найчастіше : 
: КРОК 6 Визначимо медіану числового ряду, враховуючи, 25, 29, 33, 83; - 
: що ряд має парну кількість елементів. 29488 _ 31; М,-31 
: 2 5 Чи 33 - 
|КРОК7 Знайдемо відносну частоту категорії «спортивні А 10090 227,59) | 
: секції». Е 


. 
. 
ооссосссововсвовововвсововсвововосвововвсвововссововововововововсововсововововввсвововововововсововововсосвсовововосвсоссвовововововового 


Відповідь: 30 — середнє значення, 33 — мода, 31 — медіана 


ряду даних; 27,5 % -- відносна частота категорії «спортивні 
секції». 
(9, ТРЕНУЄМОСЯ 
Өө Виконайте завдання. р 
1) Визначте середнє значення, моду та медіану ряду даних: ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
а) -2, 1, 2, 3, 3, 5; в) 5, 2, 6, 5, -3; 8; У 1906 И і 6 
б) 8, 2, 3,8, 4, 2, 8; г) -12; 16; -8; -14; -6; -10. зон зно 


Плімута 787 осіб намагалися 
вгадати масу бика. Після яр- 
марки британський статистик 
Френсіс Гальтон обчислив ме- 
діану всіх запропонованих ва- 
ріантів і отримав 1197 фунтів, 
тоді як дійсна маса становила 
1198 фунтів. Подібну точну 


2) Після завершення курсу 16 студентів заповнили анкети, 
у кожній із яких було поставлено запитання: «Чи стануть 
отримані знання та вміння в пригоді у вашій професій- 
ній діяльності?». Як відповідь потрібно було позначити 
одне число: 1, 2, 3, 4 або 5 (1 — «зовсім ні», а 5 -- «так, 
обов'язково»). За результатами анкетування було отримано 
такі дані: 4, 5, 1, 5,4, 1, 1, 8, 5, 2, 4, 8, 5, 1, 5, 5. 


а) Запишіть цей ряд даних за зростанням. оцінку різних величин спостері- 

б) Знайдіть моду, медіану та середнє значення цього ряду. гали в експериментах в різних 

в) Якщо середнє значення виявиться меншим від 3,5, то країнах, а феномен отримав на- 
викладачеві, який читає цей курс, буде рекомендовано зву «мудрість натовпу». 


приділити більше уваги зазначеному питанню. На основі 
обчислень дайте рекомендації викладачеві. 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Як розпізнати «неякісну» 
рекламу 


Існує крилатий вислів: «Є три 
види брехні: брехня, нахабна 
брехня і статистика». 

Справді, при поданні даних іно- 

ді використовують прийоми, які 

спотворюють інформацію, зо- 
крема: 

1) посунута шкала, коли верти- 
кальна вісь діаграми почина- 
ється не з нуля; 

2) оманливі піктограми; 

3) використання різних шкал на 
одній діаграмі; 

4) зміна масштабу по осі орди- 
нат тощо. 


Тривалість життя населення 
деяких країн світу 


78 
г 75,8 
74,2 

74 
572 74 
70 т 

68 

64 

Країни 
Рис. 7 


Розподіл часу, що витрачає 
Олег на слухання музики 


удома 
| у тренажерному залі 


В в офісі 
Рис. 8 
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3) 


Оксана вирішила замовити таксі від свого будинку в місті 

Києві до аеропорту «Бориспіль». Розрахувавши ціну поїздки 

на сайтах 5 різних компаній, вона отримала інформацію, 

яку записала у вигляді ряду даних (ціни подано в гривнях 

за зростанням): 130, 135, 145, 170, 170. 

а) Знайдіть середнє значення цього ряду даних. 

б) Знайдіть моду цього ряду даних. 

в) Знайдіть медіану цього ряду даних. 

г) Знайшовши медіану, Оксана зробила висновок, що 
приблизно половина компаній таксі пропонують свої 
послуги з перевезення від її будинку до аеропорту «Бо- 
риспіль» за ціною, менше 145 грн. Чи правильний цей 
висновок? 


@ На діаграмі (рис. 7) наведено дані щодо тривалості життя 
населення чотирьох країн світу: Латвії, України, Індії та 
Китаю. Відомо, що найбільша тривалість життя в Китаї, 
а в Україні тривалість життя більша, ніж в Індії, але менша, 
ніж у Латвії. 


1) Запишіть назви цих країн у порядку спадання тривалості 
життя населення. 

2) Укажіть тривалість життя (у роках) у Латвії, Україні, 
Індії та Китаї. 

3) Визначте, на скільки років тривалість життя в Китаї біль- 
ша, ніж в Україні. 


Ө Олег слухає музику вдома, в офісі та в тренажерному залі. 


Розподіл часу, протягом якого хлопець слухає музику, на- 

ведено у вигляді кругової діаграмі на рис. 8. 

1) Де саме Олег витрачає найбільше часу на слухання му- 
зики? 

2) Який відсоток часу Олег витрачає на слухання музики: 
а) в офісі; 
б) у тренажерному залі; 
в) удома? 

3) Скільки часу хлопець слухав музику в тренажерному залі, 
якщо відомо, що цього дня він слухав музику протягом 
З год? 


За виконання трьох лабораторних робіт з хімії Олена отри- 
мала 9, 9 112 балів, а Микола — 8, 11 1 11 балів. 


1) Порівняйте середні бали, отримані за виконання цих робіт 
Оленою і Миколою. 


2) Обчисливши моди відповідних рядів даних, учитель хімії 


зробив висновок, що Микола отримував кращі оцінки 
частіше, ніж Олена. Чи правильним є цей висновок? 


а) Вартість квитків на концерт певного гурту становить від 


500 до 4000 грн. Відомо, що найбільша кількість квитків 
має ціну 850 грн, а найменша -- 4000 грн. Ціни (у грн) 
усіх квитків записали в ряд за зростанням: 500, ..., 850, ..., 
4000. 

1) Визначте моду цього ряду даних. 


2) Чи може середнє значення цього ряду даних дорівнюва- 
ти 4000? 


3) Чи може медіана цього ряду даних дорівнювати 500? 


Кількість дітей 


На діаграмі (рис. 9) подано інформацію щодо кількості 
хлопчиків та дівчат, які народилися протягом року в одному 
з пологових будинків. Користуючись діаграмою, поміркуйте, 
чи є подані твердження правильними. Відповідь обгрунтуйте. 


1) У листопаді хлопчиків народилося більше, ніж дівчаток. 
2) У березні народилося 200 дітей. 


3) Народжуваність хлопчиків збільшувалася протягом вес- 
няного періоду (березень-травень). 


4) У другому кварталі року (квітень-червень) щомісяця дів- 
чаток народжувалося більше, ніж хлопчиків. 


5) Різниця між кількістю народжених хлопчиків і дівчаток 
була найбільшою у червні. 


Кількість дітей, які народилися протягом року 


--9-- Хлопчики === Дівчатка 
740 
20 
00- 
80 
607—1 71 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
ПСМ МО О Е Ы 
о 0 0 у бм об 
ё об оо 40 с 9 
Місяці 
Рис. 9 
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Флоренс Найтінгейл (Ріогепсе 
Міоһћіпоаіе, 1820-1910) -- бри- 
танська аристократка, яка стала 
сестрою милосердя. Ф. Най- 
тінгейл була новатором у ви- 
користанні методів інфографі- 
ки в статистиці. Вона винайшла 
кругову діаграму (англ. Роіаг 
агеа аїадгат) -- «розу Найтін- 
гейл», яку сама назвала «півня- 
чий гребінь» (англ. СохсотБб5). 
За ініціативою Ф. Найтінгейл 
проводилася статистична об- 
робка даних у лікарняних за- 
кладах, у зв'язку з чим була 
розроблена спеціальна форма 
для збору інформації. Ф. Най- 
тінгейл стала першою жінкою, 
обраною у Королівську стати- 
стичну спільноту. Пізніше вона 
стала почесним членом Амери- 
канської статистичної асоціації. 
День народження дослідни- 
ці -- 12 травня -- відзначають 
як Міжнародний день медичної 
сестри. 


А ШАМАЛЫ м нне РАКА ми АТТ 
ман ня тм Ж тн САЙ 
у нн нан 


ам 
- 


295 


Розділ 4 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 16 


-Ф Протягом червня «Тропікал парк» відвіда- 
ло втричі більше людей, ніж протягом лип- 
ня. Визначте, на якій діаграмі правильно 
зображено розподіл відвідувачів парку за 
місяцями. 


| — кількість відвідувачів у червні; 
Щи - кількість відвідувачів у липні. 


СС) 


оооооооооовеовооооеововоооовооевосоооововоосовеововооооеооео е 


. 
. 


ооооооосеооооое 


оооооововеовоеоо 


До завдань 2—5. На рис. 10 подано діаграму, на 
якій показано найвищу і найнижчу температу- 
ри повітря в певному місті кожного дня протя- 
гом робочого тижня (з понеділка по п'ятницю). 


Ө За рис. 10 визначте, якою була найнижча 
температура повітря у вівторок. 


: 

: 

А Б В г : 
й 

: 

0ес -192С -8°С 42С 


. 
ЕКККККЕКККККЮСЕКЕКККККККЕККХ КУКА КЕРККККККЮ ХоКУККККЕККГ 


. 
е 
. 
. 
е 
. 
. 
. 


Ө За рис. 10 визначте, якою була найвища 
температура повітря в п'ятницю. 


А Б В г 
-8°С 5°С 4°С 6°С 


е 
соссоссосовововововсововововсовсвововововсосвсовсововсовововогвого 


ооооооое 


Ф Найвища температура Ф Найнижча температура 


8 
РА Пешо Ф 
Середа П'ятниця 
о 3 Вівторок ө 
- 4 
1°) 
З й 
Е 2 Четвер 
о 3 Вівторок ө 
2 0 РҸ 
во е е 
Ен Понеділок Четвер. 
3 ® 
-4 Ф П'ятниця 
4 Середа 
-6 
Дні тижня 
Рис. 10 
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7 Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


Ө За рис. 10 визначте день, у який різниця 
між найвищою і найнижчою температура- 
ми була найбільшою. 


ососососсвовововввоввввсвсововововсвсовсовововсовввововововогог 
. 


А Б В Г 


Вівторок Середа Четвер | П'ятниця. 


. 
соссоововоовсвововввовсвсвовввввовсосвввсвоввововооввовововововог 


. 
. 


. 
. 
е 
. 
е 
. 
. 
. 
. 


8) За рис. 10 знайдіть різницю між найвищою 
і найнижчою температурами повітря в по- 


е 


неділок. 
: А Б В Г : 
‚24°С 5°С б°С тес; 


(6 На діаграмі (рис. 11) показано розподіл 
зернових культур, які вирощують у де- 
якому фермерському господарстві. До кож- 
ного початку речення (1-3) доберіть його 
закінчення (А-Г) так, щоб утворилося пра- 
вильне твердження. 


всього зерна. 7 


. 
ссоссссововвввововсвовововвсвововововвсвововововсвовсвовового 


: 1 Пшениця становить : 
: 2 Жито становить : 
: З Овес становить ; 
: А третину всього зерна. : 
: Б найменшу частину всього : 
: зерна. : 
: В половину всього зерна. : 
: г менше четвертої частини : 


ШЭ Овес 
ЕЭ Жито 
Е пшениця 
Э Кукурудза 
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До завдань 7 і 8. На рис. 12 подано діаграму, на якій Обсяги продажів зовнішніх зарядних 
показано обсяги продажів магазином зовнішніх за- пристроїв протягом 4 років 
рядних пристроїв (Роуег ВапК) двох видів — зі зви- в сори шс ри 
чайним елементом живлення і з сонячною бата- І 55 = 
реєю — протягом 4 років. 5 60 . 45 50 і 
За рис. 12 визначте: 5 98 И 40 
1) скільки зовнішніх зарядних пристроїв б 15 Й 30 
(у тис. шт.) було продано в 2017 р.; 5 нн 20 
2) на скільки відсотків більше в 2016 р. було 2 201 10 
продано зовнішніх зарядних пристроїв зі зви- Ту 
чайним елементом живлення, ніж пристроїв 0 - Е 
із сонячною батареєю? 2015 2016 2017 2018 


Рис. 12 
6) Вважаючи, що тенденція продажів, яку проілюстровано на 


рис. 12, зберігатиметься протягом наступних 10 років, ви- 

значте, у якому році: 

1) кількість проданих зовнішніх зарядних пристроїв із со- 
нячною батареєю дорівнюватиме 100 тис. шт.; 


2) буде продано однакову кількість зовнішніх зарядних пристро- ним» 
їв зі звичайним елементом живлення і з сонячною батареєю. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


ЗАДАЧА «ВЛАСНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ» 


Ф Оберіть цікаву для вас тему дослідження, наприклад: 
- Майбутня професія та її перспективи у найближчі 20 років; 
- Рейтинг книги, навчального відеокурсу, фільму тощо; 
- Витрати родини на комунальні послуги та перспективи 
енергозбереження; Смс-голосування звання 
- Результати Олімпійських ігор, чемпіонатів, турнірів; «народний учитель» 
- Популярність музичних жанрів, пісень, конкурсів тощо. 


У 2017 р. в Україні громадське 
об'єднання «Освіторія» запо- 
чаткувало національний етап 
конкурсу для педагогів «СІора! 
Теасһег Ргіге Окгаіпе». За до- 
помогою онлайн-анкетування 
з 25000 претендентів було ві- 
а Зробіть висновки та презентуйте їх. дібрано спочатку ТОП-50, по- 
тім ТОП-20 півфіналістів, потім 
5 фіналістів. Під час фінально- 
го етапу конкурса голосування 
проходило за допомогою смс. 
Переможцем став Паул Фран- 


Ө Зберіть інформацію з відкритих джерел або проведіть опи- 
тування серед своїх друзів та однокласників шляхом анке- 
тування або за допомогою смс-повідомлень, додатків для 
мобільного телефону тощо. 


Систематизуйте отримані дані у вигляді таблиці, візуалізуй- 
те зібрану інформацію. 


Визначте, чи є репрезентативною вибірка, отримана в такий 


спосіб: цович Пшенічка, вчитель фізики 
1) щоб оцінити привабливість оновленого інтерфейсу ін- та астрономії Чернівецького лі- 
тернет-магазину, опитали відібраних випадковим чином цею Мо 1, заслужений учитель 
користувачів однієї соціальної мережі; України, почесний член Лондон- 
2) щоб визначити найвідоміші сорти томатів, опитали кож- ського інституту фізики. 


ного п'ятого відвідувача сільськогосподарської виставки. 
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ІЙ див. розминки 1,2 Ў Див. | Див. розминки 1,2 Ў 2 


Розподіл учителів за віком (2015 р.) 


Р 


С 27 


ВЕ Менше від 30 років 
Г] Від 30 до 49 років 


Рис. 13 


Р Більше за 50 років 


Надходження та витрати коштів 


тис. грн 
20 


17,5 


і 


Вересень Жовтень Листопад Грудень Січень 


тя Надійшло 


В Було витрачено 


Рис. 14 


Э 0) 


Розподіл часу користування 


смартфоном 
Ігри 
Музика 
Інтернет 
Телефонні 
розмови 
10 20 30 40 5 60 


Час, хв 


єв Складіть частотну таблицю для ряду даних: 
Р 3,8, 5, 4, 8, 4, 4, 5, 2, 5, 4, 8, 8, 5, 4, 8, 3, 3, 3. 


(3 Виберіть із тексту вашої улюбленої книжки один абзац. 
Складіть частотну таблицю літер, що зустрічаються в цьо- 
му фрагменті. Знайдіть у мережі Інтернет таблицю частот 
вживання літер українського алфавіту. Порівняйте з нею 
отримані дані. 


4) Компанія проаналізувала базу своїх клієнтів, які здійснюва- 
ли покупки за допомогою Інтернету протягом року, і отри- 
мала такі результати. 

1) Стать покупців: жінки — 52,4 %, чоловіки — 47,6 %. 

2) Вік покупців (у роках): 18-24 — 16,4 %; 25-34 — 51,5 %; 
35-44 — 17 %; 45-54 -- 8,2 % ; більше за 55 — 6,9 90. 

3) Вид оплати: безготівковий розрахунок — 40 %; готівко- 
вий розрахунок — 60 %. 

4) Способи доставки: служба доставки — 78 %; поштове 
відправлення — 13 %; самовивезення — 9 %. 

5) Топ-5 категорій за обсягом продажів: одяг, взуття, аксе- 
суари — 592 млн грн; дім і сад — 220 млн грн; техніка 
і електроніка — 167 млн грн; спорт і розваги — 127 млн 
грн; краса і здоров'я — 69 млн грн. 

Визначте кількісні та якісні дані цього дослідження. Складіть 

частотні таблиці та візуалізуйте дані за допомогою діаграм. 


©) Проаналізуйте діаграму і дайте відповіді на запитання. 

1) На круговій діаграмі (рис. 13) зображено розподіл учи- 

телів середньої школи за віком (дані на 2015 р.). 

а) Яка вікова категорія вчителів є найменшою? 

б) Який відсоток усіх учителів становлять учителі, яким 
від 30 до 49 років? 

в) Чи можна стверджувати, що вік приблизно кожного 
третього вчителя більший за 50 років? 

2) На діаграмі (рис. 14) відображено суми коштів (у тис. грн), 
які протягом місяця надійшли на банківську картку та 
які протягом місяця були витрачені власником картки 
в період з вересня 2017 р. по січень 2018 р. включно. 

а) У якому місяці на картку надійшло найбільше коштів? 

б) У якому місяці (місяцях) було витрачено більше гро- 
шей, ніж отримано? 

в) Протягом скількох місяців (з вересня по січень) грошей 
надійшло більше, ніж було витрачено? 

г) На яку суму (у грн) витрати перевищили надходження 
в листопаді? 

д) На яку суму (у грн) надходження були більшими за 
витрати за весь зазначений період? 

3) На діаграмі (рис. 15) відображено розподіл часу, витра- 
ченого Ольгою на користування смартфоном протягом 
одного дня. 

а) На що Ольга витратила найбільше часу? 
б) Скільки часу Ольга витратила на ігри? 


в) Скільки часу Ольга витратила на телефонні розмови 
та користування Інтернетом? 

г) Скільки часу Ольга користувалася смартфоном про- 
тягом дня? 

д) На скільки відсотків час, який Ольга витратила на 
користування Інтернетом, перевищує час, протягом 
якого вона слухала музику? 


6) Виконайте завдання. 


1) 


2) 


8) 


Визначте середнє значення, моду та медіану ряду даних: 

а) 1, 1,1, 38, 4, 9, 9; в) –1, 0, 1, 2, 5, 5; 

б) 2, 2, 2, 4, 4, 7, 7; г) -15; –18; - 16; - 12; –14. 

Адміністрація готелю пропонує клієнтам після завершен- 

ня відпочинку оцінити якість роботи прибиральників за 

п'ятибальною шкалою (1 -- погано, 5 -- дуже добре). 

Двадцять клієнтів оцінили роботу одного з прибираль- 

ників. Було отримано такі дані: 5, 2, 4, 5, 3, 3, 2, 8, 2, 

4,4,4,3,4,2, 3,2, 3, 3, 8. 

а) Запишіть цей ряд даних за зростанням. 

б) Знайдіть моду, медіану та середнє значення цього ряду 
даних. 

в) Якщо середнє значення виявиться меншим від 3, то 
прибиральника буде звільнено. На основі обчисленого 
середнього значення з'ясуйте, чи буде звільнено при- 
биральника. 

Гліб вирішив встановити у своїй квартирі душову кабінку 

і поцікавився цінами, які пропонують за виконання цієї 

роботи 5 різних компаній. Отриману інформацію (у грн) 

Гліб записав у вигляді ряду даних за зростанням: 650, 

650, 700, 800, 900. 

а) Знайдіть середнє значення цього ряду даних. 

б) Знайдіть моду і медіану цього ряду даних. 

в) Визначивши медіану, Гліб зробив висновок, що при- 
близно половина компаній, які займаються встанов- 
ленням душових кабінок, пропонують свої послуги за 
ціною більше 700 грн. Чи правильним є цей висновок? 


Бонусні завдання 


Дайте відповіді на запитання актуальної задачі (с. 2). 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


1 З міста А до міста С можна потрапити лише через місто В 
різними дорогами (рис. 16). Кожна дорога має власне по- 
значення. Скільки існує різних маршрутів проїзду з мі- 
ста А до міста С? Опишіть кожний маршрут, вказуючи 
дороги, якими планується їхати. 


2 За допомогою цифр 0, 3 і 4 запишіть усі двоцифрові чис- 
ла, у яких: 


1) 


усі цифри різні; 2) цифри можуть повторюватися. 
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19% не З 
ТО ВЕ $5МАРТ 


Радимо прочитати 

книжку американського пись- 
менника Дарелла Хаффа «Як 
обманювати за допомогою 
статистики» (Ном іо [іе уліїН 
5іабзНс5). Видана вперше 
у 1954 р., вона досі користуєть- 
ся попитом. Автор допомагає 
читачу розібратися в секретах 
статистики, щоб не дозволити 
ввести себе в оману. 


ИТТИ С 


В ОДИН КЛІК 


Великі можливості мають спе- 
ціалізовані пакети для стати- 
стичної обробки даних, напри- 
клад 5Р55, 5А5, Ѕіаїіѕііса. Вони 
дозволяють проводити вичерп- 
ний всебічний аналіз даних для 
наукового, комерційного та ін- 
женерного застосування. 


44 Найважче -- ви- 
рішити діяти, решта — 
просто завзятість. 99 


Флоренс Найтінгейл 
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ОСНОВИ КОМБІНАТОРИКИ. 
ОСНОВНІ ПРАВИЛА КОМБІНАТОРИКИ 


Ви виконували вправи з використанням дій додавання і множення; ознайомилися 
1 4 5 
ВЧОРА ҸӘ з поняттям «множина» та навчилися розв'язувати задачі за допомогою діаграм 
Ейлера -- Венна 


та Ви ознайомитеся з комбінаторними правилами суми і добутку; навчитеся розв'язу- 
СЬОГОДНІ вати найпростіші комбінаторні задачі різними способами 


ти Ви зможете обчислювати кількість різноманітних комбінацій, наприклад, меблів, 
ЗАВЖДИ | одягу, продуктів харчування тощо; кодувати й розшифровувати повідомлення; 


планувати свій день, подорож тощо; розв'язувати задачі з теорії ймовірностей 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ Дизайнер отримав замовлення від авіакомпанії на розробку 
р» корпоративного одягу для бортпровідниць. Він розробив З види 
блуз, 2 види спідниць та 2 види шарфів. Скільки всього різних 


Комбінаторика і дизайн одягу 


Спроеєтувати гарний одяг, вда- варіантів уніформи, що складається з однієї блузи, однієї спід- 
ло поєднати кольори, аксесуа- ниці та одного шарфа, можна запропонувати бортпровідницям? 
ри -- це справжнє мистецтво, Розв'язання 

яким мають володіти дизайнери Кількість варіантів уніформи можна знайти різними спосо- 
одягу. А допомагають їм у цьо- бами. Для зручності введемо позначення: Б — блуза, С — спід- 
му комбінаторика і певні прийо- ниця, Ш -- шарф, а їх варіанти позначатимемо відповідними 
ми комбінування: перестановки, цифрами. 


комбінації, групування тощо. : , , 
Спосіб 1. Побудова схеми «дерево варіантів» 


Знайдемо всі можливі варіанти уніформи, побудувавши «де- 
рево варіантів» (рис. 1). 

Спосіб 2. Побудова таблиці можливих варіантів 
1. Складемо таблицю, у якій зазначимо всі можливі варіанти 


уніформи. 
і зон РӘЗРеҚе ена - Й БОРИТИ с. ее еее Е ЕТТЕ 
Етти ИУ Е е ия й - пою 
Е: | пане б б з: 


2. Запишемо множину всіх можливих варіантів: 
(Бі, С1, Ш1), (БІ, С1, Ш2), (БІ, С2, ШІ1),(БІ, С2, Ш2), 
(Б2, С1, ШІ), (Б2, С1, Ш2), (Б2, С2, ШІ), (Б2, С2, Ш2), 
(Б3, С1, ШІ), (Б3, С1, Ш2), (Б3, С2, ШІ), (Б3, С2, Ш2)). 


Отже, всього 12 варіантів. 


Кількість можливих варіантів одягу можна знайти ще 
й третім способом, а саме за допомогою одного з правил комбі- 
наторики, про які ви дізнаєтеся з цього параграфа. 
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Вибором об'єктів та розташуванням їх у певній послі- 
довності люди займаються в різних сферах своєї діяльності. 
Наприклад: 


е фермер планує розподіл посівів овочевих культур з ураху- 
ванням сівозміни; 


е конструктор меблів пропонує утворити кухонний гарнітур, 
комбінуючи різні елементи; 


• композитор складає музичний твір, розташовуючи ноти й 
акорди в певному порядку; 


• модельєр створює колекцію одягу, враховуючи поєднання 
кольорів, застосовуючи різноманітні аксесуари; 


• вибираючи РІМ-код для свого гаджета, ви можете створити 
чимало комбінацій; 


е граючи в шашки, шахи, доміно, «п'ятнашки», «хрести- 
ки-нулики», Скрабл, складаючи кубик Рубіка, ви можете 
змінювати послідовність ходів, комбінуючи різні варіанти; 


• комбінаторні методи застосовуються в теорії випадкових 
процесів, статистиці, математичному програмуванні, об- 
числювальній математиці, плануванні експериментів 
тощо. 


Отже, перед нами часто постають запитання, які почина- 
ються зі слів: «Скільки існує варіантів..», «Скількома спосо- 
бами...». 


зосососовсвововсвввввоввоввовововвсвововововововововововвссвововововвсвововововое 
. 


" СЛІД ЗНАТИ! 


Комбінаторика -- розділ математики, що вивчає задачі 
вибору та розміщення елементів деякої, зазвичай скінченної 
множини відповідно до заданих правил. 


. е 


. 


сососссовового 


е 
е 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 


. . 
ооссссововововововововвововвввввсововввввовововвввововсввсвсввововововововововогог 


Задачі комбінаторики розв'язують за допомогою логічних 
міркувань із застосуванням різних методів, правил, формул. 
Ознайомимося з деякими з них. 


МЕТОД ПЕРЕБОРУ МОЖЛИВИХ ВАРІАНТІВ 


Розглянемо задачі, для розв'язування яких можна здійсни- 
ти перебір усіх можливих варіантів та визначити їх кількість. 
Для цього зручно застосувати один із таких способів: 


е скласти таблицю можливих варіантів; 
е створити схему «дерево варіантів»; 


• подати інформацію в графічній формі за допомогою схема- 
тичних рисунків або графів. 


е 
е 
. 
• 
. 
е 
. 
е 
. 
. 


. 
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КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 


комбінаторика 

метод перебору варіантів 
таблиця варіантів 

схема «дерево варіантів» 


о о о о в 


комбінаторне правило 

суми 

• комбінаторне правило 
добутку 

е факторіал 


е граф 


ооссовоовововвсвоввсввсвввовогвог 
. 


ПОМІРКУЙТЕ 

"Чи доводилося вам застосо- 
вувати в житті комбінатори- 
ку? Наведіть приклади. 


сссососвовововое 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Термін «комбінаторика» (від 
латин. сотбіпаге — сполуча- 
ти, з'єднувати) увів відомий 
німецький математик Готфрід 
Вільгельм Лейбніц. У 1666 р. 
20-річний учений оприлюднив 
працю «Міркування про ком- 
бінаторне мистецтво», у якій 
ішлося про застосування комбі- 
наторики в різних галузях знань. 
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Розділ 4 


Б ПРИКЛАД 1 


Задача 1.1. Майстер укладає плитку двох кольорів за модульним 
принципом. Скільки всього існує варіантів укладання одного 


г і модуля, якщо до кожного модуля має входити одна плитка си- 


нього й три плитки жовтого кольорів? 


шо 1 Розв'язання 
@ Намалюємо схематично можливі варіанти модулів, зміню- 
паа Е ючи розташування кольорів (рис. 2). 


72-17 9Г "Ши о Зробимо висновок: є 4 варіанти укладання одного модуля. 


Відповідь: 4 варіанти. 
Рис. 2 


Задача 1.2. Скільки всього речень із трьох різних слів можна склас- 
ти, використовуючи слова: «Наталя», «любить», «математику»? 


Розв'язання 
Речення має складатися з трьох різних слів (елементів). 
З огляду на це запишемо всі можливі речення у три стовп- 


чика таким чином, щоб кожне речення починалося з одного 
з трьох слів, а інші слова змінювали своє розташування. 


соссссововововововвовсовововвовввссвововосвсоввввововввовововововсововсвсвввссвсововововововвововвсвсвовововсввововсововсовсовсссоввсоссово 
е 


7 Наталя любить математику. Любить Наталя математику. Математику Наталя любить. : 


Наталя математику любить. Любить математику Наталя. Математику любить Наталя.,: 


. 
оососовововсвсввовсововововсовововсвовввововввововсввввовововововвввввовввововсовововсвововосвововововсовововвовсовововововововововово 


Ө Зробимо висновок: ми отримали 6 різних речень. 


Відповідь: 6. 


Перша Друга Третя 


цифра цифра цифра Задача 1.3. Утворіть усі трицифрові числа, для запису яких 


використовують цифри 3, 5, 7, якщо в кожному числі жодна 


29—11 : 
з цифр не повторюється. Скільки може бути таких чисел? 

3-3 5 цифр ' р У 

3 - Розв'язання 
Число 52. А А 

СЯ === 3 Складемо схему «дерево варіантів» (рис. 3). 
3 5 
ле и (2 Запишемо числа за зростанням: 357, 375, 587, 573, 735, 753. 
Рис, З Відповідь: 6 чисел. 


Задача 1.4. Утворіть усі двоцифрові числа, для запису яких ви- 
користовують цифри 0, 2, 8. Цифри в числі можуть повторю- 
ватися. 

Розв'язання 

Розв'язуючи задачі з двоцифровими числами, зручно скла- 
дати таблицю варіантів. 


є Складемо таблицю варіантів (ліворуч), ураховуючи, що чис- 
ло десятків не може дорівнювати 0. 


Визначимо кількість варіантів: У-2:3-6 . Отже, таких чи- 
сел 6. Запишемо їх у порядку зростання: 20, 22, 28, 80, 82, 88. 


Відповідь: 20, 22, 28, 80, 82, 88. 


302 


Задача 1.5. Зустрілися четверо друзів: Павло, Микола, Олег 
і Юрій — та потиснули один одному руки. Скільки всього було 
рукостискань? 


Розв'язання 
Спосіб 1 
@9 Подамо умову задачі графічно (рис. 4). 


Ө Проаналізуємо кількість рукостискань: 


• Павло потиснув руки трьом друзям — Миколі, Олегу та 
Юрію; 

• Микола, який уже потиснув руку Павлові, потиснув руки 
ще двом друзям — Олегу та Юрію; 

• Олег вже потиснув руки двом друзям — Павлові та Мико- 
лі, йому залишилося потиснули руку тільки одному Юрію. 


а Зробимо висновок: усього було 3+2+1=6 рукостискань. 


Спосіб 2 


ар Складемо за умовою задачі таблицю варіантів рукостискань. 
З огляду на те, що хлопці не потискають руки самим собі, 
зафарбуємо клітинки «головної діагоналі». 
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Микола 


Павло Олег 


Юрій 
Рис. 4 


сосссссвввововввовововововвовсоввввовввввоввввововвсвввововсовввовововвововововсоввововсовововвсвовоововсвсвововсвовововововового 
• 


і Павло Микола Олег Юрій | 
1 БРАУН ОРДЕНА ГЕНЕРЕАЕРЕНЄНЕИЕНЕИНОС РАНИ РА РАЛОНИЕНОННА МОРЕ ОУРЕР ОВО У РИОНО ОРОННАНННИ РАНУ НОРИ РОТОРА А ЕЕРЕЕ Я 
: Павло Микола -» Павло Олег -» Павло Юрій -» Павло | 
ОВНА ыыы ПИ ОНИ РОВНОЕ НИ ; 
5 Микола Павло > Микола Олег -» Микола Юрій -» Микола | 
У Олег Павло -» Олег Микола -» Олег Юрій -» Олег | 
: Юрій Павло -» Юрій Микола -» Юрій Олег -» Юрій 


о Проаналізуємо результат. Кожний із чотирьох хлопців здій- 
снив по три рукостискання. Проте кожне рукостискання 
записано двічі (Павло -- Микола, Микола -- Павло іт. д.). 


Ө) Отже, щоб отримати правильну відповідь, необхідно добуток 


4:8 поділити на 2: № = за 6 (рукостискань). 


Спосіб З 


а Подамо умову задачі за допомогою графа. 


оссосововововововсововсововововововсововововововсосвовововсовсововосвсосововогог 
. 


" СЛІД ЗНАТИ! 

Графами називають геометричні фігури, що складаються 
із точок — вершин графа і відрізків (або ліній) — ребер графа, 
які з'єднують вершини. 

За допомогою вершин зображують елементи деякої множи- 
ни, а за допомогою ребер — певні зв'язки між цими елементами. 


ссссссссвсовововового 


сосссосввввовов 


. . 
оесоооевосеоооооосевосесоовосоовоосовосоосессосеовосооеовеовосововсоеосеовооооовосоеово 


ооссссовсоввсововововововововове 


. 


7 ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


Із п різних елементів (п> 2) 


п(п-1) 
2 


можна скласти № = 


різних пар елементів 

(порядок елементів у парі 

не враховується). 

У нашому випадку л = 4, 
444-1). 


тобто М= 20-0486, 
2 2 


оооовооовооооовоооововооовоооеое 
. 
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ососсосововововсввсвовововововссвооое 


Розділ 4 


Рис. 5 


До задачі 1.6 


соссоссвовссроввввввовововсововововового 


001 
й 010 
= 011 
. 100 
101 
: 110 
111 


соососссвсвсобововввсвввоввовововововог 
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"Способи розв'язування 
комбінаторних задач 


» Таблиця варіантів 

• Дерево варіантів 

• Схематичні рисунки 
• Графи 


. . 


. . 
оооооооооооововоевосоооооооовооовов 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Азбука Морзе і Бетховен 

Під час Другої світової війни ра- 
діостанція «Бі-Бі-Сі» починала 
випуски новин з перших чоти- 
рьох нот Симфонії Ме 5 Людвіга Ї» 
ван Бетховена -- три короткі та 
одна довга. 


Ці ноти відповідають послідов- 
ності, якою в азбуці Морзе по- 
значено літеру М (: · · —). Та- 
ким чином кодували англійське 
слово «Місіогу» (перемога). 
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За умовою задачі маємо 4 друзів. Позначимо їх точками П, 
М, О, Ю — це вершини графа, сполучимо точки лініями — 
це ребра графа (рис. 5). У даному випадку ребра позначають 
кількість рукостискань між кожною парою хлопців. 


Проаналізуємо рис. 5. Бачимо, що граф має 6 ребер, отже, 
було 6 рукостискань. 


Відповідь: 6 рукостискань. 


Задача 1.6. Для запису літер азбукою Морзе використовують 
послідовності, що складаються з двох символів — «крапки» 
1 «тире». Скільки всього різних літер можна подати за допо- 
могою азбуки Морзе, якщо для кожної літери використано рів- 
но З символи (крапки або тире)? 


Розв'язання 


Запишемо всі можливі варіанти комбінацій із крапок і тире, 
враховуючи, що кожна літера має складатися з трьох симво- 
лів (див. таблицю ліворуч). Якщо символ «крапка» замінити 
на нуль, а символ «тире» -- на одиницю, то отримаємо коди 
літер, подані у вигляді послідовності нулів та одиниць. 


Відповідь: маємо 8 різних букв. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


@0 Розв'яжіть задачу найзручнішим способом. 


1) Майстер укладає плитку двох кольорів за модульним прин- 
ципом. Скільки всього існує варіантів укладання одного мо- 
дуля, якщо до кожного модуля має входити по дві плитки 
синього і жовтого кольорів? 


2) Запишіть речення, що складається: а) з двох; б) з чотирьох 
різних слів. Спробуйте утворити з цих слів усі можливі варі- 
анти речень. (Якщо варіантів багато, запишіть кілька з них.) 
Скільки всього існує варіантів речень у кожному випадку? 


8) Скільки двоцифрових чисел, що діляться на 5, можна утво- 
рити з цифр 0, 2, 3, 4, 5, якщо в кожному числі жодна циф- 
ра не повторюється? 

4) Три хлопці брали участь у тенісному турнірі. Кожний хло- 
пець зіграв із кожним по одній партії. Скільки всього партій 
було зіграно? 

5) Для запису літер азбукою Морзе використовують послідов- 
ності, що складаються з двох символів — «крапки» і «тире». 
Скільки різних літер можна подати за допомогою азбуки 
Морзе, якщо для кожної літери використано один або два 
символи? 


Метод перебору варіантів зручно застосовувати, якщо кіль- 
кість елементів для перебору є не дуже великою. В іншому ви- 
падку є ризик втратити деякі варіанти. З огляду на це в при- 
годі стають правила і формули комбінаторики. Розглянемо два 
комбінаторних правила: правило суми і правило добутку. 


КОМБІНАТОРНЕ ПРАВИЛО СУМИ 
Розв'яжемо задачу. 


Задача. Для здійснення подорожі з Києва до Праги туропе- 
ратор запропонував скористатися двома видами транспорту: або 
залізничним (2 потяги), або авіаційним (3 авіарейси). Скільки 
всього існує варіантів здійснення подорожі? 

Розв'язання 


Для наочності складемо схему -- круги Ейлера (рис. 6), вра- 
ховуючи, що: 
е множина потягів складається з двох елементів; 
е множина авіарейсів складається з трьох елементів; 
• множини не мають спільних елементів (не перетинаються). 


Очевидно, що ви не можете перебувати на всіх потягах і всіх 
літаках одночасно. Тобто подорож потягом і подорож літаком 
є взаємовиключними подіями. Отже, маємо 2+8=5 можливих 
способів здійснити подорож. 


Цю ситуацію можна описати за допомогою правила суми. 


Комбінаторне правило суми 


Якщо елемент множини А можна вибрати п способами, 


а елемент множини В -- Е способами, причому ці множини 
не мають спільних елементів, то елемент із множини А або 
елемент із множини В можна вибрати (п + Е) способами. 


Правило суми можна узагальнити для трьох і більше мно- 
жин. Наприклад, розв'яжемо таку задачу. 


Задача. У квітковому магазині продаються 15 троянд, 
25 тюльпанів, 37 нарцисів, 7 орхідей і 9 гіацинтів. Скількома 
способами можна вибрати одну квітку? 

Розв'язання 

Можна вибрати одну з 15 троянд, або один із 25 тюльпа- 
нів, або один із 37 нарцисів, або одну із 7 орхідей, або один із 
9 гіацинтів. Отже, маємо 15 способів вибрати троянду, 25 спо- 
собів -- тюльпан, 37 способів — нарцис і т. д. Таким чином, 
усього існує 15+25+87+7+9= 983 способи вибрати одну квітку. 


Сформулюємо узагальнене правило суми. 


оссосововсовввсвссосвовссвововсосвововововововововсосвовововсовсовововоевововоевого 
. 


Узагальнене правило суми 
Якщо є п способів вибрати елемент із множини А, Ё спо- 
собів вибрати елемент із множини В, т способів вибрати еле- 


. 


мент із множини С, причому ці множини не мають спільних 
елементів, то один елемент або з множини А, або з множи- 
ни В, або з множини С можна вибрати (п + ё + т) способами., 


. . 
оеооеооеовоооовооеосеовооеовоововоеовоовсеовосооеовосоеовосооеовеовосеовосоеосеовоссоовосоеово 
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Правило справджується і для більшої кількості множин. 
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Залізничний 


х^ 


Потяг 1 Потяг 2 


АБО 


х |“ 


Авіарейс 1 | Авіарейс 2 


Авіарейс З 


Рис. 6 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 2 


• Правило суми ще називають 
«АБО-правилом». 


• Множини не мають спільних 
елементів (тобто не перети- 
наються). 


сосссовововсововововвсвсввововог 
• 


ПРИГАДАЙТЕ! 


Об'єднання множин 


АЦШВЦС = п+Е+т 


А 
п елементів 


В 
Е елементів 


(0 
т елементів 


е 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
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е 


е 


соссосссвссовсововововововововсовововововововогоо 


Розділ 4 


Б ПРИКЛАД 2 


Після того як студент успішно закінчив бакалаврат, три 
компанії запропонували йому роботу за спеціальністю, а чотири 
вищі навчальні заклади — продовжити навчання в магістратурі. 
Скільки всього варіантів подальших роботи або навчання має сту- 
дент? Вважайте, що студент не суміщатиме роботу з навчанням. 


Розв'язання 
"| Крок Зміст дії Результат дії 5 
ЕЕЕ 


Робота 


Для наочності складемо схему — круги Компанія 1 | Компанія 2 новні : 
Ейлера, враховуючи, що: В 
РЕ! . Компанія З : 

• множина варіантів роботи містить : 
АР І З елементи; АБО АБО : 
• множина варіантів навчання містить : 

4 елементи; Навчання Р і 

й «о “——— . : 

• ці множини не перетинаються. ВНЗ 1 внз 4 || варіанти |: 
вибору  : 

ВНЗ 2 ВНЗ 3 : 


Знайдемо кількість варіантів роботи, 
КРОК 2 враховуючи, що студент не може пра- З варіанти 
цювати в кількох компаніях одночасно. 


оеоооооооое 


Знайдемо кількість варіантів навчання, : 
КРОК З враховуючи, що студент не може навча- 4 варіанти : 
тися в кількох вишах одночасно. : 


Визначимо загальну кількість варіантів 
КРОК 4 ооа ио Р ОН вибір однієї дії - працювати або навча- 

одночасно студент не може навчатися й й - 7 

й працювати. тись: 8+4=7 (варіантів) з 


. 
оососссовововвовввсввововововововсввовсвввсвввсвовсвсвоввовсовсововсовввсвввовсововвововововововововсовововововввввовсовсвовсовосввсввввовово 


За правилом суми маємо: 


соосссввововсввововвовввоввввоввввввсвовововсвсововосвовсвововвоввововововововсвовововвввсвововогое 
оеоооооеововое е 


Відповідь: Т варіантів. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


Ө Розв'яжіть задачу, користуючись комбінаторним правилом 


ПРАВИЛО 
рој" д 
1) Скількома способами можна вибрати один елемент із мно- 


жин А або В, якщо А=11;2;3;4;5;6;7;8;9), В= {а;6;с}? 

2) У районі А міста є З автошколи, а в районі В їх 4. Скільки 
всього варіантів вибору однієї автошколи в районі А або ра- 
йоні В має мешканець цього міста? 
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3) Екіпаж космічного корабля складається з 2 жінок і 4 чоло- 
віків. Скільки всього існує варіантів вибору одного члена 
екіпажу для зустрічі із журналістами перед польотом? 


4) У вільний час учитель математики пише вірші, які збе- 


рігає в чотирьох папках на комп'ютері. Папка А містить 
12 віршів, папка В — 8 віршів, папка С -- 15 віршів, а пап- 


ка р — 10 віршів. Скільки всього варіантів вибору одного « 


вірша з усіх своїх поезій має вчитель для читання на святі? 


КОМБІНАТОРНЕ ПРАВИЛО ДОБУТКУ 


Розв'яжемо таку задачу. 


Задача. Підприємство розробило три різні моделі чохлів для 
смартфонів і закупило для їх виготовлення пластик п'яти різних 
кольорів. Скільки всього різних видів чохлів може виготовити 
підприємство? 


Розв'язання 


Для кожного з трьох варіантів чохлів можна обрати кожен 
із п'яти варіантів кольорів. Складемо для наочності таблицю, 
у якій зазначимо пари можливих варіантів. 8 таблиці бачимо, 
що кількість різних видів чохлів дорівнює 3:5- 15. 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Комбінаторика і поезія 


У 1960 р. у Франції поет Раймон 
Кено і математик Франсуа Ле 
Ліонне заснували групу «Май- 
стерня потенційної літератури». 
Її метою було створення пра- 
вил, за якими, завдяки комбіна- 
ториці, можна було б скласти 
нескінченну кількість віршів. 


Ілюстрацією такої ідеї стала 
збірка Кено «Сто тисяч мільяр- 
дів віршів» (1961), яка містила 
10 сонетів. Усі сонети складали- 
ся з 14 рядків, які можна було 
комбінувати в будь-якому по- 
рядку. Зі 140 рядків, що місти- 
лися в 10 сонетах, можна було 
скласти 1014 різних віршів. 


червоний блакитний фіолетовий 
шишиишиии | аюююютт | | о суч 
(1; Ч) (1; Б) (1; Ф) 
(2; Ч) (2; Б) (2; Ф) 
(8; Ч) (8; Б) (8; Ф) (8; Х) (8; С) 
5 


Цю ситуацію можна описати за допомогою правила добутку. 


Комбінаторне правило добутку 


Якщо є п способів вибрати елемент а і після цього є Ё спо- 


собів вибрати елемент Б, то вибрати «а і Б» (тобто пару 
(а; Ь)) у зазначеному порядку можна п'Е способами. 


Правило добутку можна узагальнити для трьох і більше 
елементів. 


Наприклад, розглянемо ще один спосіб розв'язування ак- 
туальної задачі — із застосуванням комбінаторного правила 
добутку. 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! @ 4 


» Правило добутку ще на- 
зивають «і-правилом». 


» Способи вибору елемен- 
тів мають бути незалеж- 
ними один від одного. 
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Розділ 4 


Варіанти Варіанти 
блуз шарфів 


Загальна | 
кількість 
варіантів |" геа 
уніформи | 
Варіанти 
спідниць 
ПОМІРКУЙТЕ 


Скількома способами можна 
вибрати пару «один голосний 
і один приголосний звуки» 
у слові «КОМБІНАТОРИКА»? 


оооооооооое 


. . 
оососссосвввввоввсвввововввововововово 


ооооооеоооооооооео 


308 


Розв'язання актуальної задачі 
Спосіб З. Застосування правила добутку 


Вибір блузи можна здійснити трьома способами, і після 
цього здійснити вибір спідниці двома способами, і після цього 
здійснити вибір шарфа двома способами. 


За правилом добутку уніформу можна вибрати 3:2:2-12 спо- 
собами. Отже, із запропонованих дизайнером елементів можна 
скомпонувати 12 варіантів уніформи. 


Сформулюємо узагальнене правило добутку. 


Узагальнене правило добутку 
Якщо є п способів вибрати елемент а, і після цього 
є Е способів вибрати елемент 0, і після всіх виборів є т спо- 
собів вибрати елемент с, то вибрати «а і Р і с» (або набір 
. (а; 6; с)) можна п'Е-'т способами. 


е е 
оооооооооооевоооеооооооовосеововвоововсеововоесоововововвевоевооооооввосовооеоооо 


. 


Правило справджується і для більшої кількості елементів. 


РОЗМИНКА 1 


Скільки можна скласти пар (а; Р) з елементів множин А 
1 В, якщо множина А містить 5 елементів, а множина В — 
10 елементів? 


Скільки можна скласти трійок чисел (а; б; с) з елементів 
множин А, ВіС, якщо з множини А можна вибрати 2 числа, 
з множини В — 15 чисел, а з множини С -- 8 числа? 


Для участі в конкурсі «Танці з зірками» було обрано 11 юна- 
ків і 11 дівчат. Скількома способами можна вибрати пару 
«юнак і дівчина»? 


ө Скількома способами можна вибрати пару «один голосний 
і один приголосний звуки» у слові «ТАБЛИЦЯ»? 


6) Підприємство, що спеціалізується на виготовленні тортів на 
замовлення, пропонує З варіанти основи, 5 варіантів крему 
і 4 варіанти начинки. Скільки всього різних варіантів тортів 
може виготовити підприємство? 


5 ПРИКЛАД З 


Меблева фабрика пропонує для комплектування гарнітура 
такі меблеві елементи з відповідною кількістю моделей: шафа — 
4 моделі; тумба — 5 моделей; полиця — б моделей. Скільки 
всього існує способів вибрати меблевий гарнітур, який склада- 
тиметься: 

а) з шафи і тумби; 

б) тумби і полиці; 

в) шафи, тумби і полиці; 

г) двох різних елементів, якщо вибирається тільки одна модель 
кожного елемента? 


сосссвосововсовввоввововововвоввсввввсввввввовововововововововововвововововововововововововововововововововзововововововововогоо 
• 


соссососссвввввовсововововввсввоввввовсововсововсоввввсовввссвсввввсвсовосвсвсововвсововсвовововог 
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Розв'язання 


Крок 


КРОК 5 


Зміст дії 


Для кожної з 4 моделей шаф можна вибрати будь- 
яку з 5 моделей тумб. 


Для кожної з 5 моделей тумб можна вибрати будь- 
яку з б моделей полиць. 


Для кожної з 4 моделей шаф можна вибрати будь- 
яку з 5 моделей тумб і після цього -- будь-яку 
з б моделей полиць. 


Гарнітур із двох різних елементів можна скласти 
з таких пар: 

1) шафа і тумба; 

2) тумба і полиця; 

3) шафа і полиця. 

Знайдемо кількість способів вибрати кожну пару, 
користуючись відповідями на запитання а і б. 


Гарнітур із двох різних елементів можна скласти: 
з шафи і тумби, або тумби і полиці, або шафи 
і полиці. Знайдемо загальну кількість способів, 
користуючись отриманими на кроці 4 резуль- 
татами. 


Відповідь: а) 20 способів; б) 30 способів; в) 120 способів; 
г) ТА способи. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


Ө Розв'яжіть задачу, користуючись комбінаторним правилом 


1) 


2) 


3) 


добутку. 
Скількома способами можна скласти пару з цифр, перша 


з яких належить множині А=11; 2; 3} , а друга — множині 
вВ-14;5;6; 7,812 
Скількома способами можна скласти трійку з цифр, пер- 


ша з яких належить множині А={1; 2 друга — множині 


В=13;4;5}, а третя — множині С- 16; 7;8;912 


Для участі в автомобільному ралі підбирають пару — пілот 
і штурман. На посаду пілота є 9 кандидатів, штурмана — 11. 
Скільки всього існує різних варіантів вибору пари пілота 
і штурмана для формування екіпажу? 
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Результат дії 


За правилом добутку маємо: 


4.5= 20 способів 


За правилом добутку маємо: 


5:6= 30 способів 


За правилом добутку маємо: 


4.5:6=120 способів 


1) 4:5= 20 способів; 
2) 5.6=80 способів; 
8) 4:6= 24 способи 


За правилом суми маємо: 


4.5+5:6+4:6=20+30+24= 
=74 способи 


е 
сососссвоввввввовововввовсвсвввввовововововсвввсввовсввввовсввввоввовововввсовввввовововововобвововвовсовововововововововвосововововового 
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За правилом добутку маємо: 


. 
. 


Розділ 4 


Рис. 7 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Кулінарна комбінаторика 


Група американських математи- 
ків, проаналізувавши 56 498 ре- 
цептів, побудувала математич- 
ну модель світової кухні — так 
званий «кулінарний граф» усіх 
відомих інгредієнтів. Відповід- 
но до цього графа, зокрема, 
чай підходить до всіх продук- 
тів, фрукти гарно поєднуються 
з медом, а гриби краще не змі- 
шувати з іншими інгредієнтами. 


Е ) 


4) 


5) 


Щоб дістатися на тренування, Василь спочатку їде від дому 
до метро на автобусі, потім декілька зупинок на метро, а піс- 
ля цього від метро до спортивного комплексу — на тролей- 
бусі. Від дому до метро Василь може доїхати трьома різ- 
ними автобусними маршрутами, від метро до спортивного 
комплексу -- двома різними тролейбусними маршрутами. 
Скільки всього різних маршрутів поїздки з дому на трену- 
вання і назад може вибрати Василь? 


На змаганнях зі спортивного орієнтування команди мають 
дістатися з пункту А до пункту Р і повернутися назад у 
пункт А з обов'язковим проходженням через пункти В і С 
(рис. 7). Пункти А і В сполучають 4 маршрути, пункти В 
іС — 3 маршрути, пункти С і Р -- 2 маршрути. Скільки 
всього різних варіантів маршрутів з пункту А до пункту Р 
і назад можуть вибрати команди? 


На ринку продаються: 6 сортів томатів, 4 сорти солодкого 
перцю, 5 сортів листового салату і 2 сорти цибулі. Визначте, 
скільки всього існує способів приготувати овочевий мікс, 
якщо вибрати по одному сорту: 

а) томатів, солодкого перцю і листового салату; 

б) томатів, солодкого перцю і цибулі; 

в) овочів двох різних видів. 


За допомогою комбінаторного правила добутку можна та- 


кож розв'язувати задачі на розміщення елементів у певному 
порядку. 


8 ПРИКЛАД 4 


Розробники сайта певної компанії планують розмістити на 


його головній сторінці вгорі 4 кнопки А, В, Сі р в один ряд. 


а) Скільки всього варіантів розміщення цих кнопок мають роз- 
робники? 
б) Скільки всього існує варіантів розміщення кнопок, якщо 
кнопка А завжди має бути на першому місці? 
Розв'язання 
"Крок Зміст дії Результат дії ; 
ЕЕ ЕЕЕ ЕЕЕ) 
а) Знайдемо кількість варіантів розміщення кно- мо | №3 | №4 
КРОК 1 пок на першому місці (Мо 1). Тут може бути одна \ 
з кнопок: або А, або В, або С, або Ш, тобто маємо 


4 варіанти. 


оеосооооооооеоеоооооеоеоовоооесооооосоеовое 
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Знайдемо кількість варіантів розміщення кнопок лт | № 2 № 3 | №4 
КРОК 2 на другому місці (` 2). Одна з кнопок вже займає 

перше місце, отже, на другому можна розмістити 4 варіанти 

одну з трьох кнопок, тобто маємо 3 варіанти. 3 варіанти 7 


4 варіанти 


оосссосссоввсьововововововово 


. 
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. 


7" Крок 


КРОК З 


КРОК 4 


КРОК 5 


КРОК 2 


КРОК З 


. 
осссссосссововввввввововововсоввовововвсовововововввсовввсввовововввовововвовововсвсввововвововосовсввсовсоввссвововсовововсововововововог 


Зміст дії 


Знайдемо кількість варіантів розміщення кнопок 
на третьому місці (`№ 3). Перші два місця зайняті 
двома кнопками, отже, на третьому місці можна 
розмістити одну з двох кнопок, тобто маємо 2 ва- 
ріанти. 


Знайдемо кількість варіантів розміщення кнопок 
на четвертому місці (№ 4). Три місця з чотирьох 
зайняті, тому для четвертої кнопки вибору вже 
немає, тобто залишається 1 варіант розміщення. 


Зробимо висновок. Маємо: 

4 варіанти вибрати першу кнопку, і потім 
8 варіанти вибрати другу кнопку, і потім 

2 варіанти вибрати третю кнопку, і потім 
1 варіант вибрати четверту кнопку. 


Знайдемо кількість варіантів розміщення кнопок 
на першому місці. Ураховуючи, що на першому 
місці завжди має бути тільки одна кнопка — 
кнопка А, маємо 1 варіант розміщення. 


Знайдемо кількість варіантів розміщення кнопок 
на інших місцях (враховуючи кроки 2-4 п. а): 


• на другому місці — одна з трьох кнопок, що 
залишилися, тобто маємо 3 варіанти; 


е на третьому місці -- одна з двох кнопок, тоб- 
то маємо 2 варіанти; 


• на четвертому місці -- лише одна кнопка, 
тобто маємо 1 варіант розміщення. 


Зробимо висновок. Маємо: 

1 варіант вибрати першу кнопку, і потім 
8 варіанти вибрати другу кнопку, і потім 
2 варіанти вибрати третю кнопку, і потім 


1 варіант вибрати четверту кнопку. 


Відповідь: а) 24 варіанти; б) б варіантів. 


Зауважимо, що розв'язання прикладу 4 звелося до об- 
числення добутку натуральних чисел від 1 до 4. Такі добутки 
послідовних натуральних чисел часто зустрічаються під час 
розв'язування комбінаторних задач. 


Результат дії 


№ 2 


мо З 


мА 


4 варіанти | 


8 варіанти 
2 варіанти 


№ 2 


4 варіанти і 


8 варіанти 
2 варіанти 


1 варіант 


За правилом добутку вибір 
можна здійснити 
4:8:2:1-24 способами; 


отже, існує 24 варіанти зада- 


ного розміщення кнопок 


| 


1 варіант 


№ 2 


мо З 


(б 
1 варіант 


8 варіанти 
2 варіанти 


1 варіант 


За правилом добутку 


вибір можна здійснити 
1:3.2.1=6 способами; 


отже, існує 6 варіантів 
заданого розміщення кнопок 
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81=1:2:8=6; 
41=1:2:.8.4= 24; 
51=1:2:.8.4.5=120. 
Домовилися вважати, 
що 0!=1. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Комбінаторика і музика 


У 1793 р. з'явилася «Інструк- 
ція щодо складання вальсів 
за допомогою двох гральних 
кісток...», автором якої деякі 
вважають Вольфганга Амадея 
Моцарта. 

Це був певний алгоритм, за 
яким здійснювався вибір наступ- 
ного такту вальсу залежно від 
його номера та суми чисел (від 
2 до 12), що випадали під час 
кидання кісток. 

Кількість різних варіантів для 
мелодії з 8 тактів становила 
1679616, із 18 тактів — 
2821109907 456. 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Математика зі знаком оклику! 
• Термін «факторіал» уперше 
ввів французький математик 
Луї Франсуа Антуан Арбо- 
гаст у 1800 р. 

• Значення 10! приблизно 
дорівнює 3,5 млн. 

• За рішенням англійської 
Академії наук «п!» читали 
як «п із захопленням». 


312 


Т СЛІД ЗНАТИ! 


З Добуток всіх натуральних чисел від 1 до п включно на : 
: зивають факторіалом числа п і позначають п! 


Читаємо правильно: «ен-факторіал». 


РОЗМИНКА 2 


а) Запишіть добуток за допомогою знака факторіала: 


а) 1:2.3.4.5-6; в) 1:2....(Е-1)В; 
б) 7.6.5:4.8.2.1; г) (п -1)по....2:1. 


Запишіть у вигляді добутку: 
а) 71; б) 81; в)пу | г)(п-2)1; д) (п+3)!. 


(9 ТРЕНУЄМОСЯ 


ө Розв'яжіть задачі, користуючись комбінаторними правилами. 


1) 
2) 


8) 


р" 


Скільки всього різних трицифрових чисел можна скласти 

із цифр 1, 2, 5, якщо цифри в числах не повторюються? 

У розкладі на понеділок передбачено 7 різних уроків. Скіль- 

кома способами можна скласти розклад на понеділок? 

Зашифрувати слово можна шляхом перестановки літер 

у ньому. Скількома різними способами можна зашифрува- 

ти таким чином слово КРАБ? (Початкове слово не можна 

вважати варіантом шифру.) 

У програмі концерту передбачена участь 4 гуртів: А, В, С 

і р. Кожний гурт має виступити лише один раз. 

а) Скільки всього варіантів програми (тобто різних варіантів 
послідовності виступів гуртів) мають організатори кон- 
церту? 

б) Скільки всього існує варіантів концертної програми, якщо 
гурт А виступатиме останнім? 


ЗАДАЧА «ПОДОРОЖ КИЇВ — ТОКІО» 


З Києва до Токіо можна долетіти через Амстердам або через 
Стамбул. Із Києва до Амстердама здійснюються 2 авіарейси, 
з Києва до Стамбула -- 3 авіарейси, з Амстердама до Токіо -- 
4 авіарейси, а зі Стамбула до Токіо — 5 авіарейсів. 


@ Скільки всього існує варіантів перельоту за маршрутом: 


1) Київ — Амстердам — Токіо; 
2) Київ — Стамбул — Токіо; 
3) Київ — Токіо; 

4) Київ — Токіо — Київ? 


« На вашому столі лежать З різні олівці і 4 різні ручки. Скіль- 
ки всього ви маєте варіантів взяти: 


1) один олівець або одну ручку для запису нотаток; 
2) одну ручку для запису умови задачі і один олівець для 
побудови графіка функції? 


б Для освітлення темного коридору ви маєте лише мобільний 
телефон із трьома режимами освітлення та кишеньковий 
ліхтарик із двома режимами освітлення. Скільки всього іс- 
нує різних способів освітлення коридору: 


1) телефоном або ліхтариком, але не обома одночасно; 


2) телефоном і ліхтариком одночасно? 


Ө Програмісти розробили для людиноподібного робота виразну 
міміку: його очі можуть виражати 10 різних емоцій, губи — 
15 різних емоцій. Скільки всього різних емоцій може пере- 
дати цей робот: 


1) лише очима; 

2) лише губами; 

3) очима або губами, але не одночасно; 
4) очима і губами одночасно? 


(4) Скільки всього різних двоцифрових чисел, кожне з яких є 
меншим від 60, можна утворити із цифр 1, 2, 3,4, 5, 6, 7? 


(з) Скільки всього різних двоцифрових парних чисел можна 
утворити із цифр 1, 2, 3, 4, якщо: 


1) цифри в числах не повторюються; 
2) цифри в числах можуть повторюватися? 


6) Скільки всього різних двоцифрових парних чисел можна 
утворити із цифр 0, 1, 2, 83, 4, якщо: 
1) цифри в числах не повторюються; 
2) цифри в числах можуть повторюватися? 


Ө У місті побудовано п'ять пішохідних мостів через річку. 
Скільки всього існує варіантів переходу по мосту: 


1) з лівого берега на правий; 
2) з правого берега на лівий; 
3) з лівого берега на правий і назад; 


4) з лівого берега на правий і назад, якщо скористатися різ- 
ними мостами? 


б) Клавіатура синтезатора налічує 76 клавіш. Скільки всього 
існує варіантів різних комбінацій із двох звуків, якщо на- 
тиснути спочатку на першу клавішу, а потім -- на другу 
клавішу, відмінну від першої? 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Історична задача 
про Кенігсбергські мости 


У ХІ ст. у місті Кенігсберг че- 
рез річку Прегель було побудо- 
вано сім мостів, які сполучали 
різні частини міста. Як обійти всі 
мости й повернутися в почат- 
ковий пункт, якщо кожний міст 
можна пройти тільки один раз? 


У 1736 р. Леонард Ейлер до- 
вів, що це неможливо. Його 
розв'язання цієї та більш загаль- 
ної задачі заклало основи теорії 
графів як математичної науки. 


Теорія графів широко застосо- 
вується в транспортних і кому- 
нікаційних системах (наприклад, 
для вивчення цих систем, скла- 
дання оптимальних маршрутів, 
маршрутизації даних в Інтернеті). 
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Розділ 4 


ПРАВИЛО 


ро 


оосссссвововововововое 


ПРАВИЛО 


Са 


Ерне Рубік (Ерньо Рубік, угор. 
Вибік Егпо, нар. 1944) — угор- 
ський винахідник, всесвітньо 
відомий завдяки винайденню 
в 1974 р. «магічного кубика» 
(кубика Рубіка), скульптор, 
професор архітектури, засно- 
вник «Міжнародного фонду 
Рубіка», що підтримує молодих 
винахідників. 


Математика кубика Рубіка 
заснована на теорії графів, 
теорії груп, комбінаториці. 
Кубик Рубіка Зх3х3 має 

43 252 003 274 489856000 (со- 
рок три квінтильйона) можли- 
вих перестановок. 


З 2003 р. проходять чемпіона- 
ти зі збирання кубика Рубіка на 
швидкість — спідкубинг. 


" ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 


• Якщо не накладаються до- 
даткові обмеження, то циф- 
ри в числі можуть повторю- 
ватися. 


» Додаткові обмеження змен- 
шують кількість варіантів. 


. . 
сооссссвововвсовововововввсввовввовоо 


914 


9) У кінотеатрі перед показом фільму планують запускати ре- 
кламний блок, що складається з трьох трейлерів до очікува- 
них фільмів та одного ролика про заборону фото- і відеозйом- 
ки в кінозалі. Ролик заплановано показати двічі - першим 
і останнім, а трейлери -- по одному разу. Скільки всього 
існує варіантів формування рекламного блоку відповідно до 
зазначеної послідовності його частин? 


10 РІМ-код мобільного телефону складається з 4 цифр. 
1) Скільки всього різних РІМ-кодів існує? 
2) Скільки всього існує різних РІМ-кодів, які: 

а) починаються цифрою 0; 

б) починаються і закінчуються цифрою 0? 


Поміркуйте, чи є подані твердження правильними. Відпо- 
відь обгрунтуйте. 


Логін (від англ. /оє іп) -- набір букв і цифр, необхідний для 
авторизації та ідентифікації вас у системі. 

1) Існує всього З різні логіни, які починаються з вашого 
прізвища, написаного маленькими латинськими літера- 
ми, після якого йдуть три п'ятірки. 

2) Існує всього 6 різних логінів, які складаються лише 
з п'яти одиниць і першої літери вашого імені, написаної 
великою латинською літерою. 

Існує всього 6 різних логінів, які починаються зі сполу- 
чення «плуїоєїп», після якого йдуть цифри 1, 21 3 вбудь- 
якому порядку. 

Існує всього 8 різних логінів, які починаються з року 
вашого народження, після якого написано слово «ҮЕ», 
причому кожна літера в логіні може бути як великою, 
так і маленькою. 


3) 


4) 


5) Існує всього 64 різні логіни, які складаються із 6 одна- 


кових великих або маленьких латинських літер. 


б Розв'яжіть задачі найзручнішим способом. 


1) Знайдіть кількість усіх двоцифрових чисел, у записі яких 
використовуються тільки цифри 1, 2, 6, 9, якщо цифри 
в числі можуть повторюватися. 

2) Скільки всього трицифрових чисел, що діляться на 5, 
можна утворити із цифр 0, 3, 4, 5, якщо в кожному числі 
жодна цифра не повторюється? 


3) 


4) 


5) 


П'ять дівчат брали участь у турнірі з бадмінтону. Кожна 
дівчина зіграла з кожною по одній партії. Скільки всього 
партій було зіграно? 

П'ять подруг привезли зі своїх подорожей магніти. Піс- 
ля канікул кожна дівчина подарувала кожній зі своїх 
подруг по одному магніту. Скільки всього магнітів було 
подаровано? 

Поверніться до задач, наведених у прикладі 1. Розв'я- 
жіть їх за допомогою комбінаторних правил, якщо це 
можливо. 


©) Розв'яжіть задачі, користуючись комбінаторним правилом 
суми. 


1) 


2) 


3) 


4) 


Скількома способами можна вибрати одну цифру із мно- 
жин С, або Р, або Е, якщо С = 10; 244; 6,8), р- (1; 3;5; 7;9), 
Ре11151831517 


У районі А міста працюють 5 тренажерних залів, ав ра- 
йоні В — 6. Скільки всього варіантів записатися до од- 
ного тренажерного залу в районі А або в районі В має 
мешканець цього міста? 


У магазині є в наявності 30 різних торшерів і 14 різних 
бра. Скільки всього існує способів вибрати в цьому ма- 
газині один торшер або одне бра? 


Родина планує забронювати в Хорватії апартаменти на 
липень. На цей місяць лише в трьох готелях залишили- 
ся вільні апартаменти: у готелі А — 3, у готелі В — 4, 
у готелі С -- 5. Скільки всього варіантів вибору одних 
апартаментів має родина? 


Розв'яжіть задачі, користуючись комбінаторним правилом 
добутку. 


1) 


2) 


3) 


4) 


Скількома способами можна скласти трійку цифр (А; В; С), 
перша з яких належить множині А=15; 6; 7; 8; 91, дру- 
га -- множині В- 1; я; а третя -- множині С=18; 4)? 


У класі навчається 12 хлопців і 15 дівчат. Скільки всьо- 
го існує різних варіантів делегування для участі у вебі- 
нарі двох учнів — одного хлопця та однієї дівчини? 
На екскурсію до музею Андрій може взути кросівки 
або туфлі, одягнути брюки або джинси і вибрати одну 
з трьох сорочок: однотонну, у клітинку або у смужку. 
Скільки всього різних варіантів одягу має Андрій для 
відвідування музею? 

У магазині продаються: З сорти бананів, 2 сорти мандари- 
нів, 6 сортів яблук. Скільки всього існує способів приго- 
тувати фруктовий салат, якщо вибрати по одному сорту: 
а) бананів і мандаринів; 

б) мандаринів і яблук; 

в) фруктів двох різних видів? 
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ИЧИ С 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Приваблива пропозиція 


Вісім друзів часто відвідують се- 
анси у 70-кінотеатрі. Його влас- 
ник зробив друзям таку про- 
позицію. Вони відвідують лише 
цей кінотеатр, щоразу сідаючи 
по-різному в залі, розраховано- 
му на 8 осіб. А коли всі спосо- 
би розміщення буде вичерпано, 
друзі отримають право безко- 
штовного перегляду фільмів. 
Коли настане цей день? 


Див. приклади 2, 3 | 
19% 


ТО ВЕ ЅМАВТ 


Потрапити до Книги рекор- 
дів Гіннеса можна, взявши 
участь у змаганні «Виклик під- 
земки» (Тире Сһаепде). За 
найкоротший час необхідно 
відвідати всі станції Лондон- 
ського метро хоча б один раз. 


Рекорд 2015 р. із відвідуван- 
ня всіх 270 станцій -- 16 год 
14 хв 10 с. У 2014 р. чотири 
школярі відвідали 63 станції 
першої зони за 3 год 52 хв. 


За допомогою комбінаторики, 
графів і вміння аналізувати ви 
можете розробити свій опти- 
мальний маршрут і спробувати 
встановити новий рекорд. 
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Розділ 4 


Е ТТ 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Комбінаторика і криптографія 


З давніх-давен для таємниці лис- 
тування використовували шиф- 
ри, що базуються на принципах 
комбінаторики. 


Найпростіші з них полягають 
у заміні літер алфавіту на наступ- 
ні. Наприклад, шифр «ВОТ1» — 
зсув на одну літеру вперед. 


Більш складною модифікацією 
«КОТ» є «шифр Цезаря». Для 
його використання виготовляли 
спеціальний пристрій — два кру- 
ги з літерами, що обертаються 
один відносно одного. Кожна 
літера вихідного тексту заміню- 
ється на іншу, що йде за нею, із 
зсувом на фіксоване число сим- 
волів, яке і є ключем до шиф- 
рування. В українській мові за 
допомогою «шифру Цезаря» 
можна створити 33 шифруваль- 
ні коди. 


| Див. «Інтелектуальний 


фітнес» 


4 
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Розв'яжіть задачі, користуючись комбінаторними пра- 
вилами. 


1) 


2) 


8) 


4) 


Скільки всього різних чотирицифрових чисел можна 
скласти із цифр 1, 2, 3, 6, якщо в кожному числі цифри 
не повторюються? 


У розкладі на четвер передбачено 6 різних уроків. Скіль- 
кома способами можна скласти розклад на четвер? 


Скількома способами можна зашифрувати слово ЩАСТЯ 
шляхом перестановки в ньому літер? Запишіть усі мож- 
ливі варіанти. (Початкове слово не можна вважати ва- 
ріантом шифру.) 


Інформаційний блок на сайті компанії планується 

заповнити інформацією про 5 подій: А, Б, В, Г, Д. Спо- 

чатку має висвітлюватися одна подія, після неї наступ- 

наіт.д. 

а) Скільки всього варіантів розміщення інформації про 
ці події мають модератори сайта? 

б) Скільки всього існує варіантів розміщення на сайті 
інформації про ці події, якщо подія В має висвітлю- 
ватися першою? 


(5) Розв'яжіть задачі. 


1) 


2) 


3) 


4) 


У банку працюють 22 менеджери, серед яких 10 жінок 
і 12 чоловіків. Визначте, скільки всього варіантів має 
директор банку вибрати серед менеджерів: 


а) одну людину для закордонного відрядження; 


б) одну жінку для відрядження до Польщі та одного чо- 
ловіка для відрядження до Німеччини. 


Скільки всього різних двоцифрових чисел, менших 
від 70, можна утворити із цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8? 


Оздоровчий комплекс «Термальні води» має З пропускні 
пункти, які працюють на вхід і вихід. Визначте, скільки 
всього існує варіантів: 


а) входу на територію комплексу; 
б) виходу з території комплексу; 
в) входу на територію та виходу з території комплексу; 


г) входу на територію та виходу з території комплексу, 
якщо вхід і вихід здійснювалися через різні пропускні 
пункти. 


Перед показом телесеріалу транслюється рекламний 
блок, який складається з п'яти анонсів про очікувані 
телепрограми та одного ролика про новий медичний 
препарат. Ролик заплановано показати двічі — першим 
і останнім, а анонси -- по одному разу. Скільки всього 
існує варіантів формування рекламного блоку відповідно 
до зазначеної послідовності його частин? 


5) Визначте, скільки всього різних трицифрових парних 
чисел можна скласти із цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5 так, щоб: 


а) цифри в числах не повторювалися; 
б) цифри в числах могли повторюватися. 


Бонусні завдання 


- Суботній вечір ви можете провести таким чином: піти в кіно, 


або на концерт, або в тренажерний зал, а потім завітати в 
гості до однокласниці або друга дитинства. Можна також 
залишитися вдома і спочатку почитати книгу, або вивчити 
20 нових слів іноземною мовою, або розв'язати головолом- 
ки спільноти Менса, а після цього допомогти прибратися 
або приготувати печиво для всієї родини. Скільки всього ви 
маєте варіантів провести суботній вечір? 


@ Для запису літер азбукою Морзе використовують послідов- 


ності, що складаються з двох символів — «крапки» і «тире». 


1) Скільки всього різних літер можна подати за допомо- 
гою азбуки Морзе, якщо для кожної літери використати 
комбінацію не більше ніж із 5 символів? 

2) Якщо використати комбінації не більше ніж із 4 сим- 
волів, чи вистачить таких комбінацій для запису літер 
українського алфавіту? латинського алфавіту? 


8 Знайдіть за допомогою графа кількість діагоналей в опукло- 


му семикутнику. Перевірте отриману відповідь за формулою 


п(п- 3) 


2 


‚„ деп>8, пеМ. 


ВПРАВИ НА ПОВТОРЕННЯ 


Проведіть експеримент із підкидання монети. Монета може 
впасти або гербом, або цифрою догори. Підкиньте монету 
п разів: 

1) п=2; 


2) п-6; 


3) п-10; 
4) п-20; 


5) п=50. 


У кожній серії підкидань визначте кількість ё випадань гер- 


Е 
ба та значення дробу —. 
п 


з Е га ре 
З'ясуйте, чи може значення дробу — у певній серії під- 
кидань: ш 


а) дорівнювати 0, і якщо так, то за яких умов це можливо; 
б) дорівнювати 1, і якщо так, то за яких умов це можливо; 
в) бути меншим від 0 або більшим за 1. 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Комбінаторика 
і трикутник Паскаля 


За допомогою трикутника Пас- 
каля можна розв'язувати безліч 
задач комбінаторики. Розгляне- 
мо, наприклад, таку задачу. 


Апісі сподобалися шість котів, 
яких продають за однаковою 
ціною. Проте в її батьків виста- 
чає коштів тільки на двох. Скіль- 
кома способами дівчинка може 
вибрати котів для покупки? 


У трикутнику Паскаля число, що 
показує, скількома способами 
можна вибрати Е елементів із 
множини, що містить п елемен- 
тів, розташоване на перетині 
К-Т діагоналі та п-го рядка. 


Проведемо прямі через дру- 
гу діагональ і шостий рядок та 
знайдемо число, розташоване 
на їх перетині. Маємо 15 спо- 
собів вибору. 


66 Мої іграшки дають 
вам шанс відчути щось 
більше, ніж якби ви про- 
сто прочитали це в під- 


ручнику. 9 9 
Ерне Рубік 
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ОСНОВИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ. 5 А 
ЧАСТОТА ТА ЙМОВІРНІСТЬ ВИПАДКОВОЇ ПОДІЇ 


Ви оперували поняттями «відношення» та «відсоток»; збирали статистичні дані та 
подавали їх за допомогою таблиць, перебирали варіанти під час розв'язування 


комбінаторних задач 


СЬОГОДНІ | 
ЗАВЖДИ | 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Гра «Камінь, ножиці, папір» 


НОЖИЦІ 


перемагають папір 
бю 
еко 


КАМІНЬ\ 2 "АПР 


перемагає : 
Ве перемагає камінь 


Ф. 


ножиці 


«Цу-е-фа» («будь ласка, почи- 
найте») у Китаї, «Дзян-кен-пон» 
у Японії, «Рошамбо» у Каліфор- 
нії, «Веаау-ѕіеаау-до» у Пів- 
нічній Америці. У гру «Камінь, 
ножиці, папір», винайдену в Ки- 
таї, грають по всьому світу, 
і навіть проводиться щорічний 
чемпіонат із призовим фондом 
у 10000 доларів. 


У 2005 р. аукціонні будинки 
5оїпебу'я і Сһгіѕіе'ѕ розігра- 
ли таким чином великий лот — 
колекцію картин Пікассо і Ван 
Гога. 5оїпебу"'5 обрали папір, 
а СИгізйіе"'5 обрали ножиці і ви- 
грали. 
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Ви дізнаєтеся, які види подій існують, які події називають випадковими, і навчитеся 
знаходити частоту та ймовірність випадкової події 


Ви зможете розробляти виграшну стратегію гри, «прораховувати» можливі варіанти 
результатів події, доречно використати вислів «50 на 50» («ЙнНу-ЙнНу»), давати правильну 
відповідь на запитання: «З якою імовірністю ви можете завтра зустріти динозавра»? 


Напевно, вам знайома популярна гра «Камінь, ножиці, 
папір», яку використовують для миттєвого визначення пере- 
можця. Обидва гравці, стиснувши одну руку в кулак, одно- 
часно проговорюють «Ю — Зе — Фа» і на останньому складі 
показують рукою один із трьох жестів: камінь, ножиці або 
папір. Переможець визначається за допомогою таких правил- 
випадків: 


Розв'язання 

1) ножиці ріжуть папір, тобто виграє гравець, який показав 
ножиці; 

2) папір накриває камінь, тобто виграє гравець, який показав 
папір; 

3) камінь ламає ножиці, тобто виграє гравець, який показав 
камінь; 


4) якщо випадають два однакові знаки, то результат нічийний. 


Уявіть, що ви гратимете в цю гру з певним суперником. 
У таблиці наведено дані щодо вибору знаків, які показував ваш 
суперник за останні 20 ігор. 


сосссососовововвовсвовововововововововововововововсовововсовововововсоввсосовосовогог 


Камінь 


Кількість 10 4 6 з 


• 
сосососовсвововвсвоввововвввсвсвсвввоввовсвовововововсвовововсовсоввовсовововововевого 


Вибраний жест 


сосссосвсввоге 


Спираючись на подану статистику, спробуйте визначити: 
1) відносну частоту кожної з подій: вибрано камінь, вибрано 
ножиці, вибрано папір; 
2) свою виграшну стратегію. 
Відповісти на ці запитання та зробити перші кроки в роз- 
робці стратегії ігор ви зможете після опанування розділу «Теорія 
ймовірностей». 
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У повсякденному житті ми кожного дня постаємо перед ви- 


КЛЮЧОВІ ТЕРМІНИ 


. Е 4 А . Ї і 

бором з декількох варіантів. І часто помиляємося. Однією з при- БОЗА а 
чин цього є невміння оцінювати ймовірність настання тієї чи • неможлива подія 
іншої події і приймати оптимальні рішення. е вірогідна подія 

Щоб зробити правильний вибір, необхідно розробити ви- • рівноможливі події 
грашну стратегію на основі особистого досвіду, статистичних • протилежні події 
досліджень та ймовірнісних властивостей масових явищ. власне ко значення АЯ 

Властивості випадкових подій, які можуть багаторазово по- вірності 
вторюватись при виконанні певних умов, вивчає математична е частота випадкової події 


наука, яка називається теорією имовірностей. ә Ймовірність випадкової 


ЕЕРЕЕ РЕРНЕОРЕНРИЕЕРРИНТНАРИАОРАИЕА ЕРЕЕН події 


СЛІД ЗНАТИ! 


Теорія ймовірностей — розділ математики, що вивчає 


закономірності випадкових подій масового характеру. Тебе 


. . 
оососососвововвввсоввввсоввввовововсововсовсвовсвсовововововововововсовссововововововоо 


• 


Базовими поняттями теорії ймовірностей є випробування, 


подія, ймовірність. З історії теорії ймовірностей 
Якщо вас зацікавить історія 

ПОНЯТТЯ ТА КЛАСИФІКАЦІЯ ПОДІЙ розвитку теорії ймовірностей, 

У теорії ймовірностей спостереження за явищами, вимі- прочитайте книгу «Нарис історії 
рювання, дослід, експеримент, дослідження, що можна про- теорії имовірностеи» відомого 
вести багаторазово за певних умов, прийнято називати випро- математика, засновника школи 
буванням. теорії ймовірностей в Україні 


Б. В. Гнєденка. Ви зможете ді- 
знатись, зокрема: 


Результатом випробування є подія. 


а • що теорія ймовірностей наро- 
е кидання баскетбольного м'яча в кошик -- випробування, дилася з прагнення встановити 
попадання в кошик — подія; шанси на виграш в азартній грі; 
• складання ДПА з математики -- випробування, отримання • чому Блез Паскаль зацікавив- 
оцінки 12 -- подія; ся теорією ймовірностей; 
• натискання клавіші на клавіатурі фортепіано -- випробу- • про перший грунтовний трак- 
вання, звучання ноти «Ля» -- подія. тат з теорії ймовірностей, авто- 


; з ром якого став Якоб Бернуллі; 
За результатами випробування подія може відбутися або 


не відбутися. • у який період теорія ймовір- 


ностей почала застосовува- 
тися в демографії, страховій 
справі, оцінці помилок спо- 
стереження; 


Ми не можемо сказати напевно, чи буде завтра сонячно; чи 
переможе в наступному матчі улюблена команда; чи зійде по- 
сіяне насіння; чи трапиться якесь стихійне лихо в наступному 
місяці. 

• які закони генетики і фізики 
були відкриті за допомогою 
теорії ймовірностей; 


Проте ми напевно знаємо, що після ночі наступить ранок, 
після 25 травня буде 26 травня, а з коробки з апельсинами ми 


витягнемо саме апельсин. ко й . А 
» як теорія ймовірності, комбі- 


наторика |і статистика засто- 
совуються сьогодні. 


Водночас, ми ніколи не знайдемо кішку в кімнаті, де цієї 
кішки немає, не зустрінемо завтра на вулиці мамонта і не по- 
летимо в цьому році на Юпітер. 
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Розділ 4 


ӨМ  СЛІДЗНАТИ! 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Помилка д'Аламбера 


Відомий французький філософ, 
вчений-енциклопедист і матема- 
тик ХМІЇ ст. Жан ле Рон д'Алам- 
бер увійшов в історію теорії 
ймовірностей зі своєю знамени- 
тою помилкою, неправильно ви- 
значивши рівноможливість по- 
дій у досліді з двома монетами. 


Підкидають дві однакові моне- 
ти. Яка ймовірність того, що 
вони впадуть на одну й ту саму 
сторону? 

Розв'язання д'Аламбера 
Дослід має три рівноможливі 
результати: 

1) на обох монетах випаде 

«герб»; 

2) на обох монетах випаде 

«цифра»; 

3) на одній з монет випаде 

«герб», на іншій — «цифра». 
Ймовірність того, що монети 
впадуть на одну й ту саму сто- 
рону, дорівнює 2 /3. 

Проведіть дослід, зверніть увагу 
на означення рівноможливих по- 
дій, розберіть класичне означен- 
ня ймовірності та спробуйте знай- 
ти правильне розв'язання задачі. 


ӨЙ СЛІДЗНАТИ! 
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Розглянуті нами події можна поділити на три типи: випад- 
кові, вірогідні та неможливі. 


Вірогідною називають подію, яка за результатами випро- 
бування обов'язково відбудеться. 


Неможливою називають подію, яка за результатами ви- 


пробування ніколи не відбудеться. 


Випадковою називають подію, яка за результатами ви- 
пробування може відбутися або не відбутися. 


Наприклад, у кошику лежать 5 жовтих і 4 червоних яблука. 
Із кошика навмання вибирають одне яблуко. Серед наведених 
подій оберіть вірогідні, неможливі, випадкові: 

вибрано червоне яблуко | Е 

вибрано жовте яблуко Випадкові події 


Неможливі події 


вибрано зелене яблуко 
вибрано жовту сливу 


вибрано яблуко Р 2 ни 
вибрано фрукт ) Вірогідні події 


РОЗМИНКА 1 


@ Визначте, які з наведених подій є вірогідними, які — не- 
можливими, які -- випадковими: 

обертання Землі навколо Сонця; 

отримання подарунка завтра; 

настання літа за весною; 

отримання числа 10 після підкидання грального кубика; 
вступ до Стенфорду після закінчення школи; 

виймання з коробки з лимонами живої панди. 


Ө Додайте до речення слово або вираз так, щоб описувана по- 
дія стала неможливою. 
• Андрій прочитає всі книги Джона Роналда Толкіна. 
• Олена стане президентом країни. 
• Петро складе кубик Рубіка. 


«мож 
Події позначають великими латинськими літерами: А, В, 


С, ... або великими літерами з числовими індексами А, А,, .... 


Зазвичай не використовують букви Р і //, якими позначають 
інші величини в теорії ймовірностей. 


Випадкова подія є наслідком випадкових факторів, вплив 
яких передбачити неможливо або дуже складно. Випадкові події 
бувають сумісними і несумісними, залежними і незалежними, 
рівноможливими і протилежними. У цьому параграфі ми роз- 
глянемо рівноможливі та протилежні події. З іншими видами 
випадкових подій ви ознайомитесь у наступних класах. 


Події, які в результаті випробування мають однакові 
можливості відбутись або не відбутись, називають рівномож- 


ливими. 
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Наприклад, рівноможливими подіями є такі: 

е випадання «герба» або «цифри» при підкиданні монети — 
2 рівноможливі результати випробування; 

е випадання однієї з граней шестигранного грального куби- 
ка — 6 рівноможливих результатів випробування; 

е попадання стрілки на один з рівних секторів круга (рис. 1) — 
7 рівноможливих результатів випробування. 


Для кожної події можна побудувати дерево можливих ва- Рис. 1 
ріантів. 


ооссососсовввввоввввовововововввввсововвовсововвооввввововссововововововового зозсозовововововвовововововог 
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ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! ПОМІРКУЙТЕ 
Розглядаючи різні випробування, ми вважаємо, що умови, Наведіть приклади нерівно- 
у яких вони проводяться, є ідеальними. можливих результатів випро- 
і 7 бування. 


сосовового 


. 
. 
. 
е 
. 


. . 
сосссовсововвововвввовввсвовововововвввсовввовововсвсвововвовововововвововововововог 


. 
ееосовоовеооооеве 


Наприклад, гральний кубик вважаємо кубом ідеальної фор- 7"... ПП 1114 
ми, монету — симетричною тощо. 


БЕЗ проведення випробувань ми не можемо ТОЧНО сказати, 


відбудеться випадкова подія, чи ні. Але ми можемо говорити 
про ЙМОВІРНІСТЬ настання цієї події. 


Ймовірність — це число, що характеризує ступінь мож- СЛІД ЗНАТИ! је) 


ливості появи випадкової події в певних умовах. 


Існують різні способи знайти ймовірність. Для цього засто- ТЕРРА 


совують математичні означення ймовірності: класичне, стати- ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
стичне, геометричне. 


Ймовірність події А прийнято по- 
КЛАСИЧНЕ ОЗНАЧЕННЯ ЙМОВІРНОСТІ значати: Р(А), оскільки слово 
«ймовірність» французькою мо- 
вою -- ргорабійе, англійською — 
ргорабійлу. У позначенні вико- 
ристовується перша літера слова. 


Класичне означення ймовірності НЕ ВИМАГАЄ фактичного 
проведення випробувань та застосовується ТІЛЬКИ для рівно- 
можливих подій. 


Класичне означення ймовірності 


Ймовірністю появи події називається відношення кількості т 
Вие д Бош і БАД ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! | 
результатів випробування, що сприяють появі цієї події, до бу 


осососововсововвовсвоввовововогог 
. 


Р ЗВЕРНІТЬ УВАГУ! 
" Класичне означення ймовір- 
ності слід розглядати не як 


загальної кількості всіх можливих результатів випробування. 


Кількість результатів випробування, 
ій що сприяють події А 
м(А) 


сососовсввовсовововововог 


Р(А) = = : означення, а як МЕТОД обчис- 
7 Т Кількість всіх можливих результатів : лення имовірностей для випро- 
я ОУ випробування : бувань зі скінченною кількістю 
Имовірність : результатів. 
події А З УНРРААНАНЮОНИ ПРИРАРИРОРРИ НАЦ з 


М 


Розділ 4 


Для того щоб знайти ймовірність події за класичним озна- 
ченням, необхідно уважно перерахувати: 


е кількість усіх можливих результатів випробувань; 
• кількість результатів випробувань, що сприяють появі події. 


Наприклад, 
: Умова Яка ймовірність отрима- Яка ймовірність вибра- У банці лежать 5 чер-: 
г задач ти 5 очок при киданні шести- ти день тижня вівторок при воних, 2 зелених і 3 жовтих: 
: гранного грального кубика? випадковому виборі числа однакових кульок. Яка імо- : 
: з календаря на травень мі- вірність випадковим чином : 
: сяць 2018 року? вибрати зелену кульку? : 
: Ілюстрація Травень 2018 : 
: задачі арії б е пн | Вт ср Чт | Пт | С6| Вс ч 
. Ьа осо? ! е » 
і / чу 1\213 415 6 5 
: а - 7 {в |9 поли 2 113 : 
. чи \ М * ў 141 15 |16117 18 |19 20 : 
. а м » 
: з < 21 |22 |23 |24125 |26127 : 
: 28 | 29 зо зі : 
ПИТИ а цннаннннннннннниннннанин нан ннаннннннннинннннннннннн|инннниннимнанинананннянаннянннняннни 
: Подія А Отримати 5 очок Вибрати Вівторок Вибрати зелену кульку 1 
" Кількість усіх 6 31 10 : 
а зна Кількість можливих резуль- Кількість днів у травні Загальна кількість кульок : 
: зультатів : А і : : 
: на Тее татів (кидків кубика) дорів- у банці : 
: розм нює кількості граней кубика 5 
: М 5+2+8=10 : 
: Кількість 1 5 2 ; 
: е Для грального кубика варі- За календарем на травень Зелених кульок у банці тіль- : 
: енпрезиванни ант «рівно 5 очок на одній 2018 року випадає тільки ки дві ; 
ро е грані» зустрічається тільки п'ять вівторків 4 
: події ; 
: один раз : 
г М(А) 
ЕИО ОООО . 
: Ймовірність 2 2. Кількість результатів випробувань, що сприяють події А : 
: за Имовірність = =тънхть результате зипрозувайь що сприяють поди. ; 
: ПОДІЇ А Загальна кількість результатів випробувань : 
і М(А 1 5 2 : 
1 р/ду МЕ рідна р(а)- 2. Ро 0 
| М 6 31 10 : 
ВА Г : 
17 у вигляді 1 5 2 : 
1 десяткового == 0,167 == = 0,161 10 = 0,2 : 
: дробу : 
29 у вигляді х 16,7 % х 16,1 % 20 % : 
1 відсотків : 


. 
осссосововссвввсвссввввввовввсвовововововововсововововововововововсвсвсвовсоввввсововсовсовововововововсвсовсовововововововововововог 
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Для розв'язування задач використовують значення ймо- 
вірності у вигляді звичайних або десяткових дробів та від- 
сотків. 


Вірогідна подія при заданих умовах відбувається завжди 
у 100 випадках зі 100, у 1000 випадках з 1000 і т. д. Отже, 
ймовірність вірогідної події дорівнює одиниці (стовідсоткова 
ймовірність). 

Неможлива подія ніколи не відбувається при заданих умо- 
вах. Тобто ймовірність неможливої події дорівнює нулю (нульова 
ймовірність). 


Отже, значення ймовірності може змінюватись від нуля до 
одиниці, або від 0 % до 100 %. 


Тому події можна класифікувати ще й таким чином: 
• неможлива (Р(А)= 0, або 0 95) — ніколи не відбувається; 


• випадкова (0< Р(А) «1, або 0 % < Р(А) «100 %) — може від- 


бутися або не відбутися; 


• вірогідна (Р(А)=1, або 100 %) — завжди відбувається. 


РОЗМИНКА 2 


єї Сидить на березі озера Світязь рибалка і ловить рибу. Раптом 
починає клювати. Яка ймовірність того, що клює акула? 


Новий учитель, познайомившися з учнями, повідомив, що 
йому 31 рік. Яка ймовірність того, що він народився 31 квітня? 


(3) З кошика, у якому лежать лише 24 сливи, навмання беруть 
один фрукт. Яка ймовірність того, що цим фруктом виявиться: 


охо 


Отже, для знаходження ймовірності настання випадкової 
події за класичним означенням використовуємо алгоритм. 


1) слива; 2) абрикос? 


Алгоритм знаходження ймовірності випадкової події 

за класичним означенням 
Упевнитись, що результати випробування є РІВНОМОЖ- 
ЛИВИМИ. 
Визначити № -- кількість ВСІХ можливих результатів 
випробування. 
Визначити М (А) -- кількість результатів випробування, 


що сприяють події А. 


Знайти ймовірність за формулою Р(А)- 


Перевірити відповідь, враховуючи, що 0 Р(А) «1. 
Записати відповідь у вигляді звичайного або десяткового 
дробу, або у вигляді відсотків. 
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к 
Немож- ТА. 
| 


Р(А)-0 Р(А)-1 


Випадкова 


Графічна інтерпретація 
Випадкові 


е Вірогідні 
0 1 


< Менш імовірні | Більш імовірні > 


Неможливі 


оеооооеоовоооооооооеовоосеооооооое 
е 


ПОМІРКУЙТЕ З 


Имовірність може змінюва- 
тись від нуля до одиниці. : 


Чому ймовірність не може 
бути від'ємним числом? 


Чому ймовірність не може 
бути більшою за одиницю?  : 


оооовеоввоввовоооое 


АЛГОРИТМ а" 
С клговити фа 


х : 
ы | . 
о : 
о: 
х : 
з . 
т: 
т: 
о: 
о: 
о: 
Фо е 
с: 
т: 
ав . 
=: 
о: 


ймовірності: 
• обчислюється БЕЗ прове- 
дення випробувань; 
е застосовується тільки для 
рівноможливих подій. 


. 
ооссвовсововововово 


- 
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. 


Розділ 4 


(подія ) 
мий Чо 


ОРДЕ (89 


Всього 6 можливих 
результатів 


- 


. 0,5. 


. П'ятдесят на п'ятдесят. 


2 
3.13з2. 
4 
5 


. Один до одного. 


Якщо на практиці 
два результати, це 


можливі 
не озна- 


чає, що ймовірність кожного 
з них завжди дорівнює 50 від- 
сотків (або 50 на 50). 


. . 
соссссосвссвовсововововововововововог 


Ө 


ЗНАЙДІТЬ ПОМИЛКУ 


Кидають один гральний кубик. 
Знайдіть імовірність події «ви- 


пало число З». 


Число З може або випасти, або 
не випасти. Отже, загальна 
кількість можливих результатів 


Розв'язування: 


випробування 
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Мі, 


Р(А)=——- 


дорівнює 2. 


М(А)=1, 


Наприклад, кидають один гральний кубик. Знайдіть імовір- 


ність події «випало непарне число». Запишіть знайдену ймовір- 
ність у вигляді відсотків. 


аа 


Розв'язування 


Результати кидання грального кубика є рівноможливими 
подіями, тому можемо застосувати класичне означення ймо- 
вірності. 

Загальна кількість можливих результатів випробування 
М-б. 

Кількість результатів випробувань, що сприяють події 
А = «випало непарне число», М(А)- 3, тому що може ви- 
пасти тільки одне з трьох непарних чисел: 1, або 3, або 5. 


: 8 1 
Знайдемо відношення Р(А) = 7 == с 


Перевіримо відповідь: (0) < 3 а 
2 


Відповідь: Р(А) = 5 = 50 %. 


РОЗМИНКА З 


б Для наведених подій А визначте: кількість № усіх можливих 


результатів випробування, кількість № (А) результатів ви- 
пробування, що сприяють події А, ймовірність Р(А) появи 
події: 

1) при киданні монети випадає «герб»; 


2) при киданні грального кубика випадає число, що ділить- 
ся націло на 3; 


3) з букв слова «ЗОРЕПАД» випадковим чином обирають 
голосну букву. 


Серед випадкових подій виокремлюють також протилежні 


події. 
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• 
. 


увається тоді і тільки тоді, коли подія А не відбувається. 


оососссовсововсвввсвсвововввововосововсвввввовововсововсвсововсвсввссвовововсовоссовогого 
. 


СЛІД ЗНАТИ! 


Подію називають протилежною до події А, якщо вона від- 


е 


ооооооооооеоеое 


Подію, протилежну до події А, позначають А. 


е . 
оосососссоововвовововововововововсовсввввоввовсвсвововосовсвововсововововсововововово 


сосссссовсвсввввововововововввсввовововосвсововововововововсвовввоввввсвввововововововогео 


: При киданні моне- 


е 
. 


сосоововеог 


. 


: Попадання в ціль 


: ти випадає «герб» 


Виграш спортивної 
команди 


Наприклад: 


При киданні монети ви- 
падає «цифра» 


Протилежні події Програш спортивної 


команди 


ооссссввссвсввовогог 


Промах А 


е 
соссосссвсввввввовсвовсовввввовсввсвввввсвсввсввовсвсвововововсвовововвсвовсвввсовововвововоо 


р(а)+р(2)-1: Р(А)-1-РІД) о 


Сума ймовірностей двох протилежних подій дорівнює 1: 


Наприклад 
• Ймовірність події А дорівнює 0,27. Знайдіть імовірність по- 


дії А, протилежної до А. 


Розв'язання: 


Р(А)+Р(А)=1, отже, Р(А)=1-Р(А)=1-0,27=0,13. заніжнивчюренавазввнонни вин, 
ПОМІРКУЙТЕ 


Серед наведених події добе- 
ріть пари протилежних: 


• Ймовірність того, що ви виграєте в лотерею машину, до- 
рівнює 11 %. Якою є ймовірність того, що ви не виграєте 


в лотерею машину? і 
» При киданні кубика випало чис- 


Розв'язання: 
ло 2. 


Подія «не виграти машину» є протилежною до події «ви- 
грати машину». Сума ймовірностей протилежних подій до- 
рівнює 1 або 100 %. 


Отже, Р(А)=100%-Р(А)=100%-11%=89% — ймовірність 
того, що ви не виграєте машину. 


• Холодильник працює. 


Із п'ятдесяти виробів 47 вияви- 
лись без дефектів. 


» При киданні кубика випало чис- 
ло 4. 


• Із п'ятдесяти виробів три вияви- 
лися з дефектами. 


РОЗМИНКА 4 

• Холодильник не працює. 
Ймовірність того, що нова кулькова ручка не пише, дорів- 
нює 0,08. Покупець обирає навмання одну ручку. Знайдіть 
ймовірність того, що ця ручка пише. 


8 ПРИКЛАД 1 


У даний момент часу для виклику таксі в мобільному до- 
датку доступні такі машини: 12 білого кольору, 15 — чорного, 
5 — червоного і 8 — жовтого. На виклик клієнта відгукнувся 
один водій, який випадково опинився неподалік. Яка ймовір- 


«При киданні кубика не випало 
число 2. 


ооосовсовсовсововвововововововвввововововововввоввоооо 


• Фен не працює. 


. . 
оооооооовооововоооооооооооовоооооое 


97 ПРИГАДАЙТЕ! 
7 Ймовірності неможливої, ві- 
: рогідної, випадкової подій див. 


. 


на с. 47. 
ність того, що цей водій за кермом машини: ., - 
1) жовтого кольору; 3) не синього кольору; 
2) зеленого кольору; 4) не червоного кольору? 
Розв'язання 
"7. Крок Зміст дії Результат дії : 


Визначимо кількість всіх можливих результатів 


випробування: М -- загальне число машин. №=12+15+5+8=40 


Визначимо кількість результатів випробувань 
КРОК 2 М (А), що сприяють події А «водій буде за кер- М(А)-8 
мом машини жовтого кольору». Е 


• 
сососововсвввввововвоввовововововововввсвввввввсвввввововввововсововвсвввввссвввовововововвовововсввоввовововсоввовововвововововог 
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сососсссовсввовововововоевовог 
оосссове» 


соссссввсвовог 


соссоссвоввовсвсвввввсвсвовсвввсвввссвоввсвсвоввсвсвсвовввовсвсввввввссвовсововововововововосвсввввововсовсссвсвовсвововссввсовововововововововово 
. 


Ф Визначимо Р(В) -- ймовірність події В «водій 
КРОК! буде за кермом машини зеленого кольору». 


Ө Визначимо Р(С) — ймовірність події С «водій буде синього кольору, тобто подія С 
за кермом машини НЕ синього кольору». 


КРОК З Визначимо ймовірність Р(А) події «водій буде за 
кермом машини жовтого кольору». 


Вільних машин зеленого ко- 
льору немає, тобто подія В 


осососововсосвсзовововове 


є неможливою, тому Р(В)- 0 


Оскільки усі вільні машини НЕ 


є вірогідною, тому Р(С)=1 


Велосипедною доріжкою вважа- 
ється виконана в межах дороги 
чи поза нею доріжка з покрит- 
тям, що призначена для руху 
на велосипедах і позначена: 


• Дорожнім знаком 1.34. 
• Дорожнім знаком 4.12. 


- Дорожнім знаком 3.8. 


оосссововсововввсвовововововового 
. 


У" ПРИГАДАЙТЕ! 


7 е Алгоритм знаходження ймо- 


вірності див. на с. 47. 
- Р(А)+Р(А)=1 
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: Визначимо кількість результатів випробування, Машин не червоного кольору : 
КРОК 1 що сприяють події Р «водій буде за кермом ма- буде: м(р)=12+15+8-35 
: шини НЕ червоного кольору». : 
: Визначимо Р(Р) -- ймовірність події «водій буде ( )= 857 _ 0.875 , 
: КРОК 2 за кермом машини НЕ червоного кольору», вра- 40 ' : 
ховуючи, що загальна кількість машин № = 40. Р; 


. 
ооооооооововоооооовооооооооооововооооовоосоосовововсовововооововооеооовоосововооооовоессоесооосососовеовосооввсовововвоосооооеоое 


Відповідь: 1) 0,2; 2) 0; 3) 1; 4) 0,875. 


(9, ТРЕНУЄМОСЯ 


б Розв'яжіть задачу. 


1) 


2) 


3) 


4) 


Петро здає теоретичний екзамен з правил дорожнього руху 
(виконує тест онлайн). На перше запитання, яке з'явилося 
на екрані комп'ютера (рис. 2), він не знає правильної від- 
повіді, тому обирає її навмання. 8 якою ймовірністю Петро: 
а) вгадає правильну відповідь? 

б) не вгадає правильну відповідь? 

Олена виконує тест ЗНО з математики. Запропоноване 
завдання передбачає п'ять варіантів відповіді. Дівчина 
не знає, який варіант правильний, тому обирає його на- 
вмання. З якою ймовірністю Олена: 


а) вгадає правильну відповідь? 

б) не вгадає правильну відповідь? 

На полиці лежать 24 зошити, серед яких 6 — у клітинку, 
а решта -- у лінійку. Знайдіть ймовірність того, що перший 
зошит, навмання взятий з полиці, буде: 

а) у клітинку; в) у горошок; 

б) у лінійку; г) не в косу лінійку. 

У шухляді лежать лише зелені та сині фломастери: 7 зеле- 
них 1 18 синіх. Яка ймовірність того, що перший навмання 
взятий фломастер виявиться: 


а) зеленим; в) фіолетовим; 
б) синім; г) нечорним? 


5) У певному кінозалі частина місць заброньована. Ймовірність 


того, що навмання вибране місце в цьому кінозалі виявиться 
е Р 5 
вільним, дорівнює Гу 


Знайдіть імовірність того, що навмання вибране місце 
в цьому кінозалі виявиться заброньованим. 


а) 
б) Визначте кількість вільних місць у цьому кінозалі, якщо 
всього в ньому 54 місця. 

6) У певному готелі частина номерів вільна. Ймовірність того, 
що навмання вибраний номер у цьому готелі виявиться зай- 


Р 11 
нятим, дорівнює 1" 


а) Знайдіть імовірність того, що навмання вибраний номер 
у цьому готелі виявиться вільним. 


б) Визначте загальну кількість номерів у цьому готелі, 
якщо кількість вільних номерів дорівнює 12. 


7) Робот працює в аптеці: протягом 10 % робочого часу він 
формує замовлення, протягом 20 % робочого часу приймає 
товар і протягом 70 % робочого часу надає консультації клі- 
єнтам. Обчисліть імовірність того, що в навмання вибраний 
момент робочого часу робот: 

в) прибирає приміщення; 

г) не надає консультації клієнтам. 


а) приймає товар; 

б) формує замовлення; 
8) На перехресті встановлено світлофор. Відомо, що протягом 
60 % часу, коли він увімкнений, на ньому горить червоний 
сигнал, протягом 30 % часу роботи — зелений, протягом 10 % 
часу роботи — жовтий. Яка ймовірність того, що в навмання 
вибраний момент робочого часу світлофора на ньому горить: 


в) синій сигнал; 
г) не жовтий сигнал? 


а) зелений сигнал; 
б) червоний сигнал; 


ВІДНОСНА ЧАСТОТА ВИПАДКОВОЇ ПОДІЇ. 
СТАТИСТИЧНА ЙМОВІРНІСТЬ 


У реальному житті дуже часто випадкові події не є рівно- 
можливими. Це обмежує область застосування класичного озна- 
чення ймовірності. 


До того ж, якщо при киданні кубика ймовірність випадіння 


; 1 з й І 
числа З дорівнює | за класичним означенням ймовірності, це 


не значить, що при киданні кубика б разів ми отримаємо чис- 
ло 8 тільки один раз. 


Проте можна припустити, що за умови нескінченно довгої 
гри кожне з чисел випаде однакове число разів. Випадковість 
стане закономірністю. Постає питання: чи можна знайти ймо- 
вірність випадкової події за допомогою випробувань? 


Життєвий досвід говорить про те, що будь-яка подія вважа- 
ється тим більш імовірною, чим частіше вона відбувається. Тобто 
ймовірність повинна бути пов'язана з частотою настання події. 
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ооссосоввсвововововововововово 
. 


ЗВЕРНІТЬ УВАГУ 
А) 


Ймовірність змінюється 
від нуля до одиниці: 


0<Р(А)<1. 


Якщо ви отримали інші зна- 
чення під час розв'язування 
задач, шукайте помилку! 


сососововсововсововововссвсвсвсвововововог 


. 
. . 
осссссововсовссвовововвовсовововововогое 


МАЙБУТНЯ ПРОФЕСІЯ 
Актуарій 


май 


Сьогодні професія актуарія -- 
спеціаліста зі страхової мате- 
матики -- набула популярності 
в усьому світі. Актуарії обгрун- 
товують прийняття найважли- 
віших фінансових рішень, роз- 
робляють та впроваджують 
математичні моделі, покликані 
оцінити ймовірності майбутніх 
подій та побудувати ефективну 
стратегію діяльності. Актуарна 
професія є однією з найбільш 
високооплачуваних у світі і скла- 
дає конкуренцію юристам і по- 
літикам. 


Актуарію необхідні знання в га- 
лузях математики і методів мо- 
делювання ризиків, економіки, 
законодавчої бази та інформа- 
ційних систем. 
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Розділ 4 


% ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Для обчислення значення чис- 
ла л існує безліч методів. Один 
з них описав граф Жорж-Луї 
Леклерк де Бюффон, винахід- 
ник формули для обчислення 
ймовірності випадкових подій 
геометричного характеру, в за- 
дачі про кидання голки. Якщо 
кинути голку одиничної довжини 
на площину, поділену паралель- 
ними лініями на смуги одиничної 
ширини, то ймовірність того, 
що голка перетне одну з ліній, 
становитиме 2 /т. 


Проведіть випробування, знай- 
діть ймовірність та обчисліть 
значення л ©. 


Відносною частотою настання події називають відношення 
кількості випробувань, у яких ця подія відбулася, до загальної 


кількості проведених випробувань. 


Кількість випробувань, у яких 
м «7 подія А відбулася 
У А) с =6 
Відносна частота 
настання події А 


М А А 
"з Вагальна кількість проведених 
випробувань 


Зауважимо, що відносна частота визначається тільки ПІСЛЯ 
проведеного експерименту. 


РОЗМИНКА 5 


с Французький вчений Жорж-Луї де Бюффон (ХУПІ ст.) про- 
вів випробування з підкиданням монети 4040 разів, при 
цьому герб випав у 2048 випадках. Знайдіть відносну час- 
тоту події «випав герб» за результатом цих випробувань. 


©) Англійський математик Карл Пірсон (ХІХ ст.) провів випро- 
бування з підкиданням монети 24 000 разів, при цьому герб 
випав у 12 012 випадках. Знайдіть відносну частоту події 
«випав герб» за результатом цих випробувань. Порівняйте 
результати, отримані в завданнях 1 і 2. мамо 


Ми не можемо передбачити результат одного конкретного ви- 
пробування. Але можемо обчислити ймовірність настання відпо- 
відної події, якщо кількість проведених випробувань буде великою. 

Розглянемо приклад. 

Для визначення якості насіння агрофірма провела 10 сесій 
експериментів. Для кожного випробування було відібрано і по- 
сіяно в лабораторних умовах певну кількість насіння. Резуль- 
тати випробувань подано у вигляді таблиці та графіка (рис. 3). 


: Ме сесії Кількість посіяно- Кількість насіння, Відносна частота події 

и го си: (шт.) що зе (шт.) аа нд рр 2 | 

: 1 100 75 0,750 : 

2 2 200 168 0,84 

і 3 300 249 0,83 

гд 400 304 0,76 

1 5 500 385 0,77 

розв 600 492 0,82 

7 700 546 0,78 

в 800 648 0,81 ; 

: 9 900 711 0,79 0 100 200 300 400 500600 700 800900 1000 М 
: 10 1000 800 0,80 Е Рис. 3 
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За графіком видно, що відносна частота події «насіння зі- 
. М Т 
йшло» (и (А)= =) коливається навколо числа 0,8 1 зі збіль- 
шенням кількості посіяного насіння все менше відрізняється 
від цього числа. 

Зауважимо, що при невеликій кількості випробувань віднос- 
на частота події носить випадковий характер. Проте спостере- 
ження показали, що зі збільшенням числа випробувань відносна 
частота усе менше відхиляється від деякого сталого числа. 

Число, навколо якого групуються значення відносних час- 
тот, називається статистичною ймовірністю (іће ѕіалііѕіісаії 
ргорабійу). 


Статистична ймовірність випадкової події наближено дорів- 


нює відносній частоті цієї події, отриманій при проведенні 
великої кількості випробувань: 


де М -- кількість випробувань, у яких подія А відбулась; 


№ — загальна кількість проведених випробувань. 


Знаючи частоту випадкової події, можемо лише наближено 
оцінити ймовірність випадкової події. Чим більше випробувань 
провести, тим точнішою буде оцінка ймовірності випадкової по- 
дії за її частотою. 


Слід розуміти, що відносну частоту ми обчислюємо для ре- 
альних подій, а ймовірність -- для теоретичної моделі цих подій. 


РОЗМИНКА 6 


@ Із багаторічних спостережень відомо, що відносна частота 
події «вчитель математики ставить за контрольну робо- 
ту 12 балів» дорівнює 0,18. Зі стопки контрольних робіт 
цей учитель навмання вибирає одну роботу для перевірки. 
Знайдіть статистичну імовірність події «робота оцінена на 
12 балів». 


Ө Із багаторічних спостережень відомо, що відносна частота 
події «баскетболіст влучно кидає м'яч у кошик» дорівнює 
0,84. Зараз цей баскетболіст готується кинути м'яч у ко- 
шик. Знайдіть статистичну імовірність події «м'яч попадає 
у кошик»? 


Ө Із багаторічних спостережень відомо, що 95 % котів після 
щеплення отримують імунітет. Сьогодні вашому коту бу- 
дуть робити щеплення. Оцініть ймовірність того, що ваш 
кіт у результаті цього отримає імунітет. 


Й 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
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"разовому підкиданні монети 
частота появи герба незначно 
відхиляється від числа 0,5 -- 
ймовірності цієї події, знайде- 
ної за класичним означенням 
ймовірності. 


соссссссвсвввововововег 


. 


е е 
ооссовсовсововвоввовововввоввввссовоо 


ЗАПАМ'ЯТАЙТЕ! 


е визначається ПІСЛЯ прове- 
дення випробувань; 

е наближено дорівнює від- 
носній частоті. 


сосссовссвсвововово» 


. . 
соссоссовсововсвсвввввввввввововоевово 


ЧИ ВІДОМО ВАМ? 


Закон великих чисел 


Швейцарський вчений Якоб 
Бернуллі (1655-1705) присвя- 
тив кілька десятиліть вивченню 
питання, чи можна визначити 
теоретичну ймовірність за ре- 
зультатами випробувань. Він 
першим довів теорему, яка 
встановлює зв'язок між ймо- 
вірністю події і частотою її по- 
яви. Бернуллі назвав її золотою 
теоремою, але сьогодні вона 
відома як закон великих чисел. 


Закон великих чисел та його на- 
слідки мають важливе значення 
в теорії ймовірності та застосо- 
вуються у статистиці, економіці, 
соціальних науках тощо. 
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Розділ 4 


Б ПРИКЛАД 2 


У магазині продають навігатори, вироблені лише трьома 
різними компаніями: А, В і С. Виявилося, що з 200 навігато- 
рів, відібраних випадковим чином, 50 вироблені компанією А, 
120 -- компанією В, а решта — компанією С. 

1) Знайдіть відносну частоту події «навігатор вироблений ком- 

панією А». 

2) Скільки приблизно відсотків усіх навігаторів, які продають- 

ся в магазині, складають навігатори, вироблені компанією А? 
3) Знайдіть імовірність того, що перший вибраний навмання 

в цьому магазині навігатор вироблений компанією С. 

4) Оцініть приблизну кількість навігаторів, вироблених компа- 
нією С, якщо всього у магазині є в наявності 1400 навігаторів? 


Загальна кількість 
навігаторів у магазині 


С 


А 
200 навігаторів 


Розв'язання 

б і Крок Зміст дії Результат дії | 
х М и 
І Визначимо (А) — відносну частоту події : 
11) «навігатор вироблений компанією А» за фор- РИ : 
М Е = Ч 

мулою У/(А)- туг, Враховуючи, що всього ви- (4)= ж а 0,25 : 

брано навмання 200 н 


Визначимо Р(А) -- ймовірність того, що пер- 


Ре 


& : 6 Е " Скористаємось означенням стати- : 
: ший навігатор, вибраний навмання з усіх, що Е . . : 
:КРОКІ р, В і усіх, ще стичної ймовірності: Р(А)= М (А); Й 
: продаються в цьому магазині, вироблений , 
: компанією А Р(А)= 0,25 : 
: нон нано бнанивановіноебнойннннай рабенаннн ніна анна : 
: Визначимо, скільки приблизно відсотків від Р( А)= 0,25 , тобто Р( А)= 25%. : 
:КРОК 2 усіх навігаторів, які аиа в магази- Отже, приблизно 25 % усіх наві- : 
: ні, чан навігатори, вироблені компа" гаторів, що продаються в магазині, 
н вироблені компанією А. 


Знайдемо, скільки з вибраних навмання 
200 навігаторів виготовлено компанією С. 


оососссвооз 


З Визначимо (с) -- відносну частоту події 
: «навігатор вироблений компанією С» за фор- : 
| КРОК 2 М ур (с)=-30...3 0,15 : 
: мулою вт, враховуючи, що всього ви- "200 20 7 : 
: брано навмання 200 навігаторів. - 
Визначимо Р(С) -- ймовірність того, що Скористаємось означенням стати" : 
КРОК З перший вибраний навмання навігатор з усіх | етичної ймовірності Р(с)= УУ(С). : 
: навігаторів, які продаються в магазині, ви- Еа : 
і моно Воблений компанією О... е. о о 
у Приблизно 15 % усіх навігаторів, що про- : 
5 даються в магазині, вироблені компанією С. Знайдемо 15 % від числа 1400: : 
: КРОК 1 Оцінимо приблизно їх кількість Ха» ЯКЩО х -1400:0,15- 210 (навігаторів) : 
: всього в магазині 1400 навігаторів. Є 
вн п ВС Пр 
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Фтрнуємося а 


Ө Розв'яжіть задачу. ЧИ ВІДОМО ВАМ? 

1) Монету підкинули 150 разів. У результаті цього експери- 
менту 81 разів випав герб. Знайдіть відносну частоту події 
«випав герб». 


У теорії вважають, що монета має 
ідеальну форму (симетрична). 


Але в реальному житті в україн- 
ських монетах трохи більше ва- 
жить сторона з цифрами, тому 
«цифра» випадатиме частіше. 
В американських монетах важ- 
ча сторона з портретом, тому 
там більша ймовірність випадан- 
4) Планується опитати 60 учнів із різних класів. Кожному ня «герба». 
учню буде поставлено запитання: «Чи робите ви зранку за- 
рядку?» Нехай подія А полягає в тому, що опитуваний учень 
дасть відповідь «так» на запитання. Після опитування ви- 
явилося, що відносна частота події А дорівнює 0,9. З'ясуйте, 
скільки учнів серед опитаних дали: 


2) Гральний кубик підкинули 200 разів. У результаті цього 
експерименту 30 разів випало шість очок. Знайдіть відносну 
частоту події «випало шість очок». 

3) Експеримент проведено п разів, подія А настала 12 разів. 


Знайдіть п, якщо відомо, що відносна частота події А до- 
рівнює 0,8. 


Враховуйте це, якщо вирішуєте 
важливі питання за допомогою 
монети. 


ооссосовсововововоссововововог 
. 


ПІДКАЗКА 


а) відповідь «так»; б) відповідь «ні». 


5) У магазині продають рятувальні жилети, вироблені лише 
трьома різними компаніями А, В і С. Виявилося, що 
з 300 рятувальних жилетів, відібраних випадковим чином, 
120 вироблені компанією А, 30 -- компанією В, а решта — 
компанією С. 


Нехай кількість учнів, які дали 
відповідь «так», дорівнює 2. 


оооеооооооооосооооеое 


х 
Тоді за умовою —— = 0,9. 
и 60 


. . 


а) Знайдіть відносну частоту події «рятувальний жилет ви- Соер ее не еве теве оетаваеееотете нетен" 
роблений компанією А». 


б) Знайдіть імовірність того, що перший вибраний навмання 
в цьому магазині рятувальний жилет вироблений компа- 
нією В; компанією С. 


7 ПРИГАДАЙТЕ! 
Щоб знайти відсоток від чис- 
ла, потрібно: 


в) Скільки приблизно відсотків усіх рятувальних жилетів, 
які продаються в магазині, складають жилети, вироблені 


чен 1) виразити відсоток звичай- 
компанією А? 


ним чи десятковим дробом; 
г) Оцініть приблизну кількість рятувальних жилетів, ви- 


й М : 2) помножити задане число на 
роблених компанією С, які продаються в магазині, якщо 


сососовсовввввововоє 


| цей дріб. 
всього є в наявності 1200 жилетів. о зріеннннаноВонереннтваавнчвеноноЙ 
а Спробуйте розмістити на шкалі від 0 до 1 значення ймовір- 
ності події: 
А = (при киданні кубика випаде число 8); 
В = (при киданні кубика випаде число 6); Неможливі Вірогідні 
С - (при киданні кубика випаде непарне число); ТЕС Ч 5 
Т 


РО = (при киданні кубика випаде число); 


Е - (при киданні кубика випаде число, кратне числу 8). < Менш імовірні | Більш імовірні > 
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Розділ 4 


Ө На столі у безладі лежать 30 карток, пронумерованих чис- 
лами від 1 до 30. Зі стола навмання беруть одну картку. 


ськ Знайдіть імовірність того, що на цій картці написане число: 


ЧИ ВІДОМО ВАМ: 1) 30; 9) більше 22; 

Д В 2) 40; 10) менше 82; 

Стратегія гри 3) одноцифрове; 11) більше 45; 

Під час гри радимо спостерігати 4) двоцифрове; 12) кратне числу 5; 
за суперником і час від часу змі- 5) трицифрове; 13) кратне числу 10; 
нювати свою стратегію. Спро- 6) парне; 14) просте; 
буйте такі варіанти стратегії: Т) непарне; 15) у записі якого є цифра 4; 
1. Якщо ви перемогли в остан- 8) менше 7; 16) узаписі якого немає цифри 1. 


ній грі, використавши певний 
жест, у наступному раунді 
переходьте до іншого: камінь 
-» ножиці, ножиці -» папір, 
папір -» камінь. 


Якщо ви програли в останній 
грі, і суперник, який не знає 
цієї методики, викинув ка- 
мінь, переходьте до ножиць 
у наступному раунді, після 
ножиць суперника вибирайте 
папір, після паперу суперни- 
ка -- камінь. Якщо ж супер- 
ник знає цю методику, виби- 
райте після каменя суперника 
папір, після ножиць -- камінь, 
після паперу -- ножиці. 


. Вважають, що найбільш ви- 
грашною стратегією є вибір 
предмета навмання кожного 
разу. Цей ефект має назву 
«рівновага» гри. Проте пере- 
ваги не буде, якщо обидва 
гравця дотримуються цієї 
стратегії. 


. Можна показувати ножиці, 
папір, камінь у знаменитій 
пропорції Фібоначчі 3:2:1. 
Не строго поспіль, а в серед- 
ньому -- на З викиди ножиць 
2 викиди паперу і 1 викид ка- 
меню. 


Успіхів! 
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Ө Серед продукції кондитерської фабрики 10 % складають тор- 
ти, 45 % — цукерки в коробках, 18 У» — печиво в пачках, 
решта -- набори мармеладу. Знайдіть імовірність того, що 
навмання вибраний виріб цієї фабрики виявиться набором 
мармеладу. 


(4) З нагоди відкриття нового магазину проводиться лотерея: 
кожному відвідувачу пропонують обрати одну з трьох скри- 
ньок і витягти з неї один білет. У першій, другій та третій 
скриньках міститься всього 100, 200 та 300 білетів, серед 
них білетів з виграшем — 50, 80 та 100 відповідно. З якої 
скриньки слід обирати білет учаснику лотереї, щоб імовір- 
ність витягнути виграшний білет була найбільшою? 


Ө Розгляньте умову Актуальної задачі. 


1) Обчисліть відносну частоту кожної з подій: вибрано «ка- 
мінь», вибрано «ножиці», вибрано «папір». 


2) За ігровою статистикою світового чемпіонату з гри «Ка- 
мінь, ножиці, папір» (У/огіай Боск Рарег Ѕсіѕѕогѕ Ѕосіеїу) 
ймовірність вибору жесту «камінь» дорівнює 0,878, ймо- 
вірність вибору жесту «ножиці» — 0,296, а ймовірність 
вибору жесту «папір» — 0,326. Порівняйте результати, 
отримані у п. 1, з результатами статистики світового 
чемпіонату. Поясніть відмінності. 


6 В аеропорту готуються до зльоту літаки трьох авіакомпа- 
ній А, ВіС. Відомо, що серед них найменше літаків компа- 
нії В, анайбільше літаків компанії А. У навмання вибраний 
момент часу працівник аеропорту бачить, як на льотну смугу 
вирулює один літак. Нехай події А, ВіС полягають в тому, 
що на льотну смугу вирулює літак компанії А, В і С відпо- 
відно. Ймовірність якої події більша: 


1)Ачи В; 2) В чи С; 3) А чи С? 


@ Скільки всього виграшних білетів є в лотереї, якщо загальна 
кількість білетів більша за 800, але менша від 900, а ймо- 
вірність витягнути першим виграшний лотерейний білет 


дорівнює А 
86 


(8) За магістерською програмою з прав людини навчається пев- 
на кількість чоловіків та жінок. Для анкетування навмання 
вибирають одного зі слухачів цієї програми. Имовірність 


: А 2 
того, що це чоловік, дорівнює т 


1) У скільки разів кількість жінок більша за кількість чо- 
ловіків, що навчаються за цією програмою? 

2) Наскільки відсотків кількість жінок більша за кількість 
чоловіків, що навчаються за цією програмою? 

8) Наскільки відсотків кількість чоловіків менша від кіль- 
кості жінок, що навчаються за цією програмою? 

4) Скільки жінок навчаються за магістерською програмою 
з прав людини, якщо всього у списку 42 слухачі? 


У готелі зупинилась група туристів з України, Польщі та 
Молдови. Менеджер навмання звернувся до одного туриста. 


е : 11 
Імовірність того, що це турист з Молдови, дорівнює Ст 


1) Обчисліть імовірність того, що перший навмання ви- 
браний турист: а) не з Молдови; б) з Хорватії. 

2) Чи може загальна кількість членів групи дорівнюва- 
ти 50? 


10 У трамвайному депо налічується М трамваїв, четверту ча- 
стину яких обладнано інформаційними табло. Пізніше інфор- 
маційні табло встановили ще на десяти трамваях з наявних 
у депо. Після проведеного переобладнання навмання виби- 
рають один з М трамваїв депо. Ймовірність того, що це буде 


о і 9 
трамвай з інформаційним табло, становить а Визначте №. 


В автоматі є по 25 цукерок синього, жовтого, зеленого і чер- 
воного кольорів. При натисканні кнопки автомат навмання ви- 
бирає і видає одну цукерку з наявних. 

Які з наведених тверджень є правильними? 


1) Імовірність того, що, перший раз натиснувши кнопку, 
отримаємо цукерку зеленого кольору, дорівнює 0,25. 


2) Імовірність того, що, перший раз натиснувши кнопку, 
отримаємо цукерку не червоного кольору, дорівнює 0,75. 


3) Імовірність того, що, перший раз натиснувши кнопку, 
отримаємо цукерку не білого кольору, дорівнює 0. 


4) Якщо з першого разу отримали цукерку жовтого кольо- 
ру, то імовірність того, що з другого разу отримаємо цу- 


: 25 
керку синього кольору, дорівнює Гб 


5) Якщо з першого разу отримали цукерку жовтого кольо- 
ру, то імовірність того, що з другого разу отримаємо цу- 


: 24 
керку жовтого кольору, дорівнює оо! 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Парадокси теорії ймовірностей 


У теорії ймовірностей існує ба- 
гато задач-парадоксів, розв'я- 
зання яких, на перший погляд, 
суперечить здоровому глузду. 
Найвідоміші з них: парадокс 
Монті-Голла; двох конвертів; 
хлопчика і дівчинки; сплячої кра- 
суні; днів народження; задача 
трьох в'язнів тощо. 


П'єр-Симон де Лаплас (фр. 
Ріегге-5ітоп Гаріасе; 1749- 
1827) -- видатний французький 
математик, фізик і астроном, 
член Французької академії наук, 
один з так званих «сорока без- 
смертних». 


У 17 років Лаплас написав 
свою першу наукову роботу, 
пов'язану з теорією азартних 
ігор. Надалі метод, застосо- 
ваний ним при розрахунках, 
став одним з найпоширеніших 
у статистиці. У фундаменталь- 
ній праці «Аналітична теорія 
ймовірностей» (1812 р.) Лаплас 
систематизував напрацювання 
попередників, удосконалив 
методи доказів, зробив виклад 
теорії ймовірностей простим, 
ясним і витонченим; довів тео- 
рему, що нині носить його ім'я 
(теорема Лапласа), розвинув 
теорію помилок і метод най- 
менших квадратів. 
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ЧИ ВІДОМО ВАМ? 
Теорія ігор 


Люди завжди захоплювались 
стратегічними іграми. Чи іс- 
нує найкраща виграшна стра- 
тегія? Для гри «хрестики-ну- 
лики» її розробити нескладно. 
У 2007 р. канадський професор 
Джонатан Шефер разом із ко- 
легами розробили виграшну 
стратегію гри в шашки. 


Вивченням оптимальних страте- 
гій займається Теорія ігор. Цей 
розділ прикладної математики 
використовують в економіці, 
біології, політичних науках, під 
час розробки штучного інтелек- 
ту тощо. Теорія ігор базується, 
зокрема, на теорії ймовірно- 
стей і комбінаториці. 
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ЗАДАЧА «ВИБІР СТРАТЕГІЇ» 


Вам пропонують зіграти в гру «Автомобільні перегони» з та- 
кими правилами. 


У перегонах беруть участь 12 гравців 1 12 машин. Кожен 
автомобіль має свій номер від 1 до 12 (рис. 4), кожен гравець 
обирає собі один автомобіль. Організатор підкидає два гральні 
кубики і обчислює суму очок, що випали на кубиках. Автомо- 
біль з номером, який дорівнює цій сумі, пересувається на одну 
клітинку вперед. Наприклад, якщо випали числа 2 1 6, то їх 
сума 2-6-8 іна одну клітинку вперед пересувається автомо- 
біль із номером 8. Виграє той автомобіль, який перший прийде 
до фінішу. 


Ф Експеримент полягає в тому, що організатор гри підкидає 
два гральні кубики. Усі можливі результати цього експе- 
рименту можна записати у вигляді: (1; А (6 РАВ (2; п)? собі 
(6; 6), тобто перше число -- кількість очок, що випали на 
першому кубику, друге число — кількість очок, що випали 
на другому кубику. Скільки всього існує різних результатів 
даного експерименту? 


2) Нехай випадкові події А і В полягають у тому, що суми очок, 
які випали на кубиках під час експерименту, дорівнюють 11 
112 відповідно. Укажіть сприятливі результати для кожної 
з цих подій. Обчисліть імовірності появи цих подій. 


Ө Заповніть таблицю. 


123456789 10 11 12 


Номер автомобіля 


Ймовірність випадко- 
"вої події (автомобіль 

: пересувається на одну 
клітинку вперед) і 


. 


. 
сососсоововововововвввововововевсововсовсовсововсовосововововововевововсововоевговового 


(4 Знайдіть імовірність того, що при першому підкиданні 
гральних кубиків доведеться пересуватися на одну клітин- 
ку вперед автомобілю з номером 4. 


Автомобіль з яким номером варто обрати, щоб імовірність 
виграшу була найбільшою? 


6 Автомобіль з яким номером не має шансів на перемогу? 


Ө Якщо ваш друг обрав автомобіль із номером 4, то який ав- 
томобіль потрібно обрати вам, щоб ваші з другом шанси на 
перемогу були рівними? 


ЗНАЮ, ВМІЮ, МОЖУ 


САМОСТІЙНА РОБОТА № 17 


Ф Яка імовірність того, що зріст навмання 
вибраного учня вашої школи буде не біль- 


ше З м? 
: А Б В 5 : 
: 1 1 й 
: 0 1 = РЕА А 
: З И; 


. 
ооссоосоввввововвввввовововвововововововововевовововового 


о Яка імовірність того, що в цьому році ви з 
друзями полетите на Марс? 


. 
. 


Ж Б В : Ж 
0 Ез нії 1 
: 2 А 


. 
осссосссввововввввввоввсвоввовсвововововововововововововово 


6 В офісному центрі є п'ять різних ліфтів та 
двоє різних сходів. Скільки всього варіан- 
тів піднятися з першого поверху на п'ятий 
є у працівника цього офісного центру? 


соссоссосввввовововвовововвововсвовввововововсвововввогвог 
. 
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. 
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. 
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. 
. 
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Е е 
сососовсовововссвсвовововсовсововсововововссввсоввсовсововововеового 


а У магазині продається 8 різних видів сир- 
ків і 10 різних видів соку. Богдан вирішив 
придбати один сирок і один пакет соку. 
Скільки всього варіантів такого придбання 
є в Богдана? 


ж 
А Б В " Ж 
8 10 18 80 

| 


. 


. 
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. 
оосососововововововововововововововововововововсововсовевого 


б Віра забула третю цифру пароля до сво- 
го аккаунту, а тому набирає її навмання. 
Знайдіть імовірність того, що з першої 
спроби дівчина отримає доступ до системи. 


соссососоввввовововововсовсвоввввсовововсвсвсввсвсссвсвовововового 
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. 
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е7 Готуємося до ДПА 


Відповіді та інший варіант 
роботи: 


(6) П'ятнадцять аркушів пронумеровано чис- 
лами від 1 до 15. Установіть відповідність 
між випадковою подією (1-3) та імовірніс- 
тю (А-Г) цієї події. 


сосссоссовововововвввввоввсовововововововововввововововового 
. 
. 


. 1 Номер першого взятого навмання : 
аркуша дорівнюватиме 5. 
Номер першого взятого навман- 


Ж | : 
: ня аркуша буде не більшим за 5. : 
: 3 Номер першого взятого навман- : 
: ня аркуша ділитиметься на 5 без : 
: М Б В г : 
Е! 1 1 1 - 
: 5 4 15 З Е 


• 
оооооооооововоовоовосовеовосооосвессоооововосоооввосооооеео 


Ф У магазині продають електронні годинни- 
ки, вироблені двома різними компаніями. 
Виявилося, що зі 180 електронних го- 
динників, відібраних випадковим чином, 
40 годинників вироблені першою компа- 
нією. Знайдіть імовірність того, що пер- 
ший вибраний навмання в цьому магазині 
електронний годинник вироблений: 


1) першою компанією; 


2) другою компанією. 


6) У школі є всього два дев’яті класи. У 9-А 
класі навчається 8 хлопців і 13 дівчат, 
а в 9-Б класі — 18 хлопців і 10 дівчат. 


1) Рада школи планує вибрати одного 
хлопця-дев'ятикласника для участі 
в семінарі. Скільки всього існує варі- 
антів вибору учасника семінару? 


2) Для проведення випускного вечора за- 
плановано вибрати двох ведучих: дів- 
чину з 9-А класу і хлопця з 9-Б класу 
або хлопця з 9-А класу і дівчину з 9-Б 
класу. Скільки всього існує варіантів 
вибору ведучих? 
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Розділ 4 


а Наведіть по 2 приклади вірогідних, неможливих, випадко- 
вих, протилежних, рівноможливих подій. 


ё Із букв, написаних на окремих картках, склали слово КА- 
НІКУЛИ. Потім ці картки перевернули, перемішали і взяли 
навмання одну з них. Яка ймовірність того, що на ній ви- 
явиться буква: 


1) А; 2) К; 3) П; 4) неР? 


Ө Розв'яжіть задачу. 
| Див. приклад 1 1) Назар виконує тест ЗНО з фізики. Запропоноване завдан- 
ня передбачає 4 варіанти відповідей. Хлопець не знає 
правильної відповіді, а тому обирає варіант навмання. 
З якою ймовірністю Назар: 


ран рун | а) вгадає правильну відповідь; 
19“ 


б) не вгадає правильної відповіді? 


ТО ВЕ ЗМАВТ 2) У коробці лежать 40 однакових новорічних кульок: 8 ку- 
Якщо Ви бажаєте більше дізна- льок блакитного кольору, а решта -- червоного, Із ко- 
тись про комбінаторику, тео- робки навмання виймають одну кульку. Яка ймовірність 
рію ймовірностей, статистику того, що вона виявиться: 
та історію розвитку цих наук; а) блакитного кольору; 
з'ясувати, якими є шанси вигра- б) червоного кольору; 
вати в ігри та лотереї; зрозумі- в) жовтого кольору; 
ти, як випадкові події впливають г) не білого кольору? 
на повсякденне життя, радимо 3) У певному вагоні поїзда класу «Інтерсіті» частина місць 
прочитати книжки: заброньована. Ймовірність того, що навмання вибране 
• Леонарда Младінова «(Не)до- місце в цьому вагоні виявиться вільним, дорівнює 2. 


сконала випадковість. Як ви- 


падок керує нашим життям»; а) Знайдіть імовірність того, що навмання вибране місце 


в цьому вагоні виявиться заброньованим. 
• Джозефа Мазура «Гра ви- 


падку. Математика і міфо- 
логія збігу»; 


б) Визначте кількість вільних місць у цьому вагоні, якщо 
всього в ньому 56 місць. 


4) Робот працює в універмазі. Протягом 80 % робочого часу 


" Фернандо Корбалана і Хе- він відповідає на запитання покупців, протягом 15% ро- 
рардо: Санца «приборкання бочого часу робить рекламні повідомлення і протягом 
випадковості. Теорія ймовір- ОВЕН поді ОНИН найсвій но нермнту єтивами, 
ностей» Обчисліть імовірність того, що в навмання вибраний мо- 

На сторінках цих книг ви знай- мент робочого часу, робот: 

дете багато цікавих задач та а) співає; 

сюрпризів. б) робить рекламні повідомлення; 

в) танцює; 


г) не співає. 


6 Див. приклад 1 ө Розв'яжіть задачу. 


1) Гральний кубик підкинули 300 разів. У результаті цього 
експерименту 57 разів випало три очки. Знайдіть віднос- 
ну частоту події «випало три очки». 
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2) 


3) 


4) 


Експеримент проведено п разів, подія А настала 15 разів. 
Знайдіть п, якщо відомо, що відносна частота події А до- 
рівнює 0,6. 


Планується опитати 110 клієнтів певного супермаркету. 
Кожному буде поставлено запитання: «Чи знаєте ви про но- 
вий молочний продукт А»? Нехай подія А полягає в тому, 
що опитувана людина відповість «так». За результатами 
опитування виявилося, що відносна частота події А дорів- 
нює 0,2. З'ясуйте, скільки людей серед опитаних дали: 
а) відповідь «так»; 


б) відповідь «ні». 


У магазині продають блендери, вироблені лише трьома 

різними компаніями А, В і С. Виявилося, що з 400 блен- 

дерів, відібраних випадковим чином, 240 вироблені ком- 

панією А, 60 -- компанією В, а решта -- компанією С. 

а) Знайдіть відносну частоту події «блендер вироблений 
компанією А». 

б) Знайдіть імовірність того, що перший вибраний нав- 
мання в цьому магазині блендер вироблений компані- 
єю В; компанією С. 

в) Скільки приблизно відсотків від усіх блендерів, які 
продаються в магазині, складають блендери, вироблені 
компанією А? 

г) Оцініть приблизну кількість блендерів, вироблених 
компанією С, у магазині, якщо всього в наявності 
є 1000 блендерів. 


Бонусні завдання 


Ө Ромашка, на якій ви ворожите, має певну кількість пелюс- 
ток. Ворожіння полягає в тому, що ви відриваєте одну за од- 
ною пелюстки, поки не відірвете останню. При цьому кожна 
відірвана пелюстка супроводжується однією із десяти при- 
казок, вибраною навмання: 1) любить; 2) не любить; 3) ску- 
чає; 4) вивчає; 5) тортик спече; б) до друзів втече; 7) сьогод- 
ні подзвонить; 8) красою полонить; 9) до серця притисне; 
10) не гляне навмисне. Яка ймовірність того, що останню 
пелюстку ви відірвете з приказкою «до серця притисне»? 


@ Проведіть такий експеримент. 


1) 


2) 


8) 
4) 


Уявіть, що ви — монетка. Прислухайтесь до своєї інтуї- 
ції і придумайте послідовність з 20 «гербів» і «цифр» та 
запишіть її (наприклад, ГГЦГЦЦГЦ...). 

Підкиньте монету 20 разів і запишіть отримані резуль- 
тати також у вигляді послідовності. 

Порівняйте результати. Зробіть висновки. 

Знайдіть імовірність події «випав герб» в обох випадках 
і порівняйте результати. 
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еоооооооооевовоооооововеовоое о 
. 


ПІДКАЗКА 


Нехай кількість людей, які дали 
відповідь «так», дорівнює 2. 


х 
Тоді за умовою —— = 0,2. 
й Ч 110 


. . 


. . 
соссвовсовсвввовввсвсвовововсввссвовового 


ПЕРЕРВА НА ЛОГІКУ 


Один член журі приймає пра- 
вильне рішення з імовірністю 
50 96. Чи не доцільніше буде 
замінити такого члена журі мо- 
неткою, тобто приймати рішен- 
ня за допомогою підкидання цієї 
монетки? 


сососовововсовововог 


сс Здебільшого най- 
важливіші життєві пи- 
тання є насправді лише 
завданнями теорії ймо- 


вірностей. $ 9 


П'єр-Симон де Лаплас 
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Розділ 4 


ПІДСУМОВУЄМО ВИВЧЕНЕ В 5 21-23 


1 Ви дізналися, що таке статистика, довідалися про певні способи подання та обробки даних, 
навчилися знаходити деякі статистичні характеристики. 


Способи подання даних 


Табличний спосіб: для подання даних, от- 
риманих у результаті статистичних дослід- 
жень, використовують частотні таблиці, 
у яких зазначають частоту та відносну 
частоту значень вибірки. 


Графічний спосіб: полягає в наочному по- 
данні даних за допомогою геометричних 
знаків, рисунків та інших графічних за- 
собів, зокрема діаграм і графіків. 


Статистичні характеристики 


Середнє значення вибірки — середнє ариф- 


сума всіх значень 


метичне всіх її значень. 


Медіана вибірки (М,) -- це число, що 
е 

розташоване посередині впорядкованого 

ряду даних. 


середнє значення 2 --п---- 
кількість усіх значень 
Мода вибірки (М) — значення, яке зустрі- 
чається найчастіше. Числовий ряд може 
мати одну моду, декілька мод або взагалі 
не мати моди. 


2 Ви ознайомилися з основами комбінаторики, навчилися застосовувати основні правила 


комбінаторики. 


Комбінаторне правило суми (АБО-правило) 


Якщо елемент множини А можна вибрати п спо- 
собами, а елемент множини В -- Е способами, 
причому ці множини не мають спільних еле- 
ментів, то елемент із множини А АБО елемент 
із множини В можна вибрати п + Е способами. 


Комбінаторне правило добутку (1-правило) 


Якщо є п способів вибрати елемент а і після 
цього є Е способів вибрати елемент Ё, то ви- 
брати «а І б» (або пару (а; Б)) у зазначеному 
порядку можна п · Ё способами. 


3 Ви ознайомилися з основами теорії ймовірностей, дізналися про види подій, навчилися 
обчислювати ймовірність появи події та відносну частоту настання події. 


Класичне означення ймовірності: 

- обчислюється БЕЗ проведення випробувань; 

- застосовується тільки для рівноможливих 
подій. 


За класичним означенням ймовірність появи 
події -- відношення кількості результатів ви- 
пробування, що сприяють появі цієї події, до 
загальної кількості всіх можливих результатів 


випробування: Р(А) = 25 Е 
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Статистична ймовірність: 

- визначається ПІСЛЯ проведення випро- 
бувань; 

- наближено дорівнює відносній частоті: 
Р(А) я (А). 


Відносна частота настання події — відно- 

шення кількості випробувань, у яких ця 

подія відбулася, до загальної кількості про- 
М 


ведених випробувань: Ў (А)= а" 


КОНТРОЛЬНА РОБОТА  Ме8 


Варіант 1 


На рисунку подано діаграму, на якій відо- 
бражено обсяг експорту меду протягом певного 
року чотирма країнами -- лідерами в цій галузі. 


Обсяг експорту меду 


Кількість меду, тис. тон 


Китай Україна Індія Аргентина 


1 Визначте за рисунком країну, яка експорту- 
вала більше 100 тис. тон меду. 


сососссссовововововсвовововввсвсвсввввссвсвовсовововововововового 
. 
. 


. 
. 


А Б В Г 


ооооооововеое 


Індія Україна Аргентина Китай .: 


2 Користуючись рисунком, закінчіть речен- 
ня так, щоб утворилося правильне твер- 
дження: «Україна протягом року експор- 
тувала...». 


ооооооооооооовоооооововооооосоововвооосоовосоооооововсоосоое 
. 


. 
. 


не менше 20, але не більше 


: С : 
: 40 тис. тон меду : 
: Б не менше 40, але не більше : 
: 60 тис. тон меду : 
: в не менше 60, але не більше Н 
: 100 тис. тон меду : 
: Г не менше 100 тис. тон меду : 


. 
сосссссовововввсвсвсвсвоввввввсвсовововвоввсввсввовсввовсвсововововог 


3 У мегамаркеті є 4 різні турнікети для входу 
до торгівельного залу. Вийти з нього можна 
через одну з 30 кас. Скільки всього варіантів 
увійти до торгівельного залу і потім вийти 
з нього є в покупця? 
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й Готуємося до ДПА 


СВ Варіант 2 контрольної роботи: 


4 120 80 


е 
сосссссоввввввсвсвововвввовововововововововсвссовсовосвововово 


84 й 


4 Аннаі Богдан планують замовити один сто- 
лик у кафе А або кафе В. У кафе А зали- 
шилося 8 вільних столиків, а в кафе В — 
5 вільних столиків. Скільки всього варіантів 
вибору столика існує в Анни і Богдана? 


сосововово 


13 40 Р 


соссовзово»о 


5 Випущено партію з 5000 лотерейних квит- 
ків, серед яких 50 квитків — виграшні. 
Знайдіть імовірність того, що перший ви- 
браний навмання квиток із цієї партії буде 


виграшним. 
Я Б В ПУ: 
0,01 0,001 0,05 0,005 


6 У будинку є лише однокімнатні та двокім- 
натні квартири, причому однокімнатних 
квартир більше, ніж двокімнатних. Укажіть 
дріб, якому може дорівнювати ймовірність 
того, що перша навмання вибрана для дослі- 
дження квартира в цьому будинку виявить- 
ся однокімнатною. 


соссоссовввовввовововововвовсввввввввссвовововововосввсвовового 
. 


О Б В г 
а 1 а а 
8 2 5 5 а? 


. 
сососссовсовсвсововсвсововововвововововвововсовововсововововового 
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Розділ 4 


7 Тетяна вирішила приміряти З різних пари 


1) 


2) 


1) 


2) 


джинсів 1 4 різні светри. 


Скільки всього варіантів поєднання джин- 
сів зі светром є в дівчини? 


На примірювання кожного варіанту дівчи- 
на витрачає 7 хв. Скільки часу витратить 
Тетяна на перебирання всіх варіантів? 


РІМ-код мобільного телефону складається 
з 4 цифр. 


Скільки існує різних РІМ-кодів, у яких 
перші три цифри двійки, а остання циф- 
ра -- непарне число? 


Євген пам'ятає, що перші три цифри РІМ- 
коду його мобільного телефону — двійки, 
а остання -- непарне число. Оскільки хло- 
пець забув останню цифру, він набирає її 
навмання. Знайдіть імовірність того, що 
з першої спроби Євген отримає доступ до 
системи телефона. 


У таблиці наведено результати огляду 
18 аудиторій певного університету щодо 
наявності в них кондиціонеру, інтерактив- 
ної дошки, мультимедійного проєктора та 
мікрофона. 
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Кількість аудиторій, які 


: Прилад . 

б оснащені цим приладом 
: „Кондиціонер Д 
:. Інтерактивна дошка. ТЕ. : 
5 Мультимедійний 3 
рова 
сс ЕВИНИ НИИ а 
1) Скільки аудиторій серед оглянутих осна- 


2) 


10 
1 
2) 


щені мультимедійним проєктором? 


На скільки відсотків кількість аудиторій, 
які оснащені інтерактивною дошкою, біль- 
ша за кількість аудиторій, які оснащені 
кондиціонером? 


За даними таблиці до завдання 9: 
побудуйте стовпчасту діаграму; 


визначте, чи є серед оглянутих аудиторій 
такі, які не оснащені жодним з переліче- 
них приладів. Відповідь обгрунтуйте. 


Бонусне завдання 


У конференц-залі є звичайні крісла та 
УІР-крісла. Ймовірність того, що перше 
вибране навмання крісло виявиться УМІР- 
кріслом, дорівнює 0,14. Якою може бути 
найменша кількість звичайних крісел 
в цьому конференц-залі? 


Пт ПОВТОРЕННЯ НАВЧАЛЬНОГО МАТЕРІАЛУ 


1. НЕРІВНОСТІ 


Відомо, що -3«т «5. Оцініть значення ви- 
разу: 
1) 5т; 2)бт-1; 3)-дт; 4) 3-2т. 


Відомо, що 2<т<5, 8<а<20. Оцініть зна- 
чення виразу: 


1) а+т; 8) а-т; 5) ато; 
т 
2) -т; 4) 10; 6) паа) 
а а 


Розв'яжіть нерівність: 


1) 6-2х>0; 3) 2х+5<-8(х+6)–2; 
2) -Х<-4; дуада 08, 
6 15 їй 


5) х(х-Т)-2єх'яічтх; 
2 

12-2 < (2-8)(2+8) з 
6 2 2 

Знайдіть усі розв'язки нерівності: 

1) |у[<5; 3) |4у-5|<19; 5) |+-8|<-2; 


6) о 


2) |а|>8; 4) 2-= >3; 6)|2х+5|>-3. 


Розв'яжіть систему нерівностей: 


х 
а | 9х-1<17 зі З і 
1) Р , э | є 5) Б , 
. < 0: 

х<6; 12-х «0; 45090; 

9х<49, 3х+1213, ея 
2) аа Е, т о 4 

» ; з 5х-5020. 


Знайдіть область визначення функції: 


1) у- 4292-х; м 


7 Розв'яжіть задачу. Відповідь запишіть у ви- 


гляді проміжку. 

1) Довжина паркану, яким планують ого- 
родити ділянку прямокутної форми, не 
має перевищувати 140 м. Визначте, якою 
може бути ширина / цієї ділянки, якщо 
її довжина дорівнює 48 м. 

2) 8 пункту А, розташованого на березі річ- 
ки, течія якої дорівнює З км/год, у проти- 
лежних напрямках з однаковими швид- 
костями вирушили дві байдарки. 8 якою 
швидкістю о мають рухатися байдарки, 
щоб через 2 год відстань між ними не пе- 
ревищувала 24 км? 


8 Доведіть нерівність: 


1) 4(1-а)«6-4а при ає В; 

2) (а- 4) >а(а+8)+10 при ає В; 

3) а? +1002 20а при ає В; 

4) (а+ъ+с)? « З(а? ар” +?) при будь-яких 
дійсних значеннях а, Р іс; 
За Ь 


Бр 02052 оа поб. 5-0: 
Б 27а 3 


6) а?+8>2а?+4а при а2-2. 


@ Знайдіть нулі функції: 


1) у-14-х; 4) у-х-20 –6; 
-9 
2) у=х?-121; удо 
) у тт 
2 
3) у=х2-5х-24; 6) пен аА 
86-х 


ө Побудуйте графік функції. Знайдіть її об- 


ласть визначення та область значень; про- 
міжки зростання та спадання; проміжки 


знакосталості. 

1) у=(х+5)°; 4) уз Ух 3 -2) 

2) у= 1-4; 5) у=|х-4|+3; 
х 

3) уз Зх; 6) у=|х+5|-2. 
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Повторення 


На рисунку зображено графік функції 


веб 


Знайдіть за графіком найменше та найбіль- 
ше значення цієї функції на проміжку: 


1) [-3;-1]; 3) (0; 4; 5) (0; 75 

2) [-10]; 4 [57]; 6) [-3;7]. 
(4) Побудуйте графік функції. Знайдіть Її об- 

ласть значень; проміжки зростання та спа- 

дання; проміжки знакосталості; найменше 


значення, якщо воно існує, або найбільше 
значення, якщо воно існує. 


1) у-9-х); 
2) узх?-4х; 


4) у=-х?+х+6; 
5) у-3х2-Ах41; 
3) у=х?+4х+4; 6) у= х? -2х+8. 


Ө Побудуйте графік функції. Знайдіть нулі 
функції, проміжки її зростання та спадан- 
ня, проміжки знакосталості. 


- « 
уу- х“, якщо х«Ї, 
2х-1, якщо х>{; 


2) 27, якщо х22, 
2-х, якщо х<2. 
бо Розв'яжіть нерівність: 
1) х2-14? >20; 
2) х(х-41)<0; 
8) х? -5х-24<0; 


4) х? +3х-282>0; 
5) х2-х+8<0; 
6) х2-3х+5>0. 


Ө Знайдіть область визначення функції: 


1) у=ү12-4х-х? ; 3) у=7х+х? ; 


| 2 
2) у= ее, 4) робо обо; 
\ з х+1 
5) у= ү2х2-5х-3 +4/8-х ; 


ШЖ. х 
2 5 РЕ 
2х-х 


6) у= + 
ү-х? +4х-3 З 
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(8) Розв'яжіть систему рівнянь: 


х 
2 _9-0, ЖОЕ - 
1:98 4) и, е Е 
х? зу? =317; =" 
лани й код 
2) б У 9. 5) 1У +х° =65, 
ху = 20; х-у= 8; 
Еа худу | у= - 25, 
2 = . у-х х+2у 
Е 4х+12у=38. 


9) Розв'яжіть задачу. 

1) Добуток цифр двоцифрового числа дорів- 
нює 12. Якщо від третини даного числа 
відняти 13, то отримаємо число, записане 
тими самими цифрами, але у зворотному 
порядку. Визначте це число. 


2) З міста до аквапарку виїхав велосипе- 
дист. Через З год після цього назустріч 
йому з аквапарку вирушив мотоцикліст, 
швидкість якого втричі більша, ніж 
швидкість велосипедиста. Вони зустрі- 
лися на середині шляху між містом та 
аквапарком. Якби мотоцикліст виїхав 
через 2 год після виїзду велосипедиста, 
то зустріч відбулася б на 15 км ближче 
до міста. Знайдіть відстань між містом 
та аквапарком. 

3) На виробництві змішали 60% -й і 90% -й 
розчини однієї солі. Скільки розчину 
(у кг) кожної концентрації слід взяти, 
щоб отримати 3,5 кг 72% -го розчину? 

4) Два пішоходи зустрілися на перехре- 
сті й розійшлися перпендикулярними 
шляхами, рухаючись зі сталими швид- 
костями. Через 1 год відстань по прямій 
між ними дорівнювала 5 км. Знайдіть 
швидкості обох пішоходів, якщо відомо, 
що різниця їх швидкостей становила 
1 км/год. 


49 Функція задана формулою у= ах? +Ьх-3. 
Знайдіть значення а ір, якщо відомо, що гра- 
фік функції проходить через точки К (-8; 15) 
і М (5; 22) А 


Ф За заданою формулою п-го члена послідов- 
ності: 


1) а, =2п? Зп визначте а, а», а5; 


2п 1 
2) ес, = визначте Сут, сь, т, ЯКЩО 
8п+1 
сп = 0,5; 
5п -60 М зоб 
8) уз визначте номери всіх від'єм- 
2 
них членів цієї послідовності; 
4) х,з-п? 4 знайдіть найбільший член 


послідовності та вкажіть його номер; 


5) а, =-п? +2п 8 визначте ат та номери 
всіх додатних членів цієї послідовності; 


6) Б, = Зп? Тп +4 знайдіть найменший член 
послідовності та вкажіть його номер; ви- 
значте номери членів послідовності, для 
яких виконується умова Р, «2. 


о В арифметичній прогресії: 

1) (а,) а, --48, 2-2. Знайдіть п, а. 

2) (с,): са К сь 226, с +сз -14. Знайдіть а, 
сіо: 

3) (х,): х; 26,8. Знайдіть 513. 

4) ах) а =12,2, аз - 10,6. Знайдіть кіль- 
кість додатних членів цієї прогресії та 
її перший від'ємний член. Визначте, чи 
є членом цієї прогресії число 8,9. Якщо 
так, знайдіть його номер. 

5) (х,): х, =12п-18. Знайдіть 8; т, як- 
що 5,7480; Е, якщо 5, набуває най- 
меншого значення. 


6) (у,): 5; =3,5, 5, 2- 42,5. Знайдіть у, а, 
У13: 


Ө У геометричній прогресії (Ь,): 


1) 5-12, ме Знайдіть 4, 57. 


2) 6+6,=18, ,+0,=30. Знайдіть Ву. 


Повторення 


3) 6,+6,+6.=26, 62+02+02-=364. Знай- 
діть Б. 

4) 5, -765, д=2. Знайдіть ђ,, Ра. 

5) 65 на 75 % менше, ніж б. Знайдіть 58, 
якщо Б, =-6. 


7 Сума чисел а, б іс, які утворюють геометрич- 


ну прогресію, дорівнює 26. Якщо до цих чисел 
додати відповідно 1, 613, то отримані числа 
утворять арифметичну прогресію. Скільки 
відсотків становить число с від числа а? Яке 
відсоткове відношення числа с до числа а? 


Ө Розв'яжіть задачу. 


Учень школи бойових мистецтв за перший 
місяць навчання вивчив техніку застосуван- 
ня 5 прийомів. Кожного наступного місяця 
він вивчав техніку застосування удвічі біль- 
шої кількості прийомів, ніж попереднього. 
Скільки прийомів учень знав наприкінці 
першого півріччя навчання? 


4.ОСНОВИ КОМБІНАТОРИКИ, ТЕОРІЇ 


ВІДНОСНОСТІ ТА СТАТИСТИКИ 


Складіть частотну таблицю для ряду да- 
них: 
1,8, 5, 8, 1, 7, 4, 4, 4, 1, 2, 2, 6, 8, 3, 1, 
4, 2, 1, 5, 5, 8, 6, 1, 7, 2, 6, 8. 


Визначте середнє значення, моду та меді- 
ану ряду даних: 
2, 5, 13, 22, 10, 15, 8. 


Скільки всього різних чотирицифрових 
чисел можна скласти із цифр 0, 3, 6, 8, 
якщо в кожному числі цифри не повторю- 
ються? 


У корзині лежать 20 яблук і 30 груш. Із 
корзини беруть один фрукт. Яка ймовір- 
ність того, що це: 

а) яблуко; 

б) груша; 

в) апельсин; 

г) яблуко або груша? 


Повторення 


КОНТРОЛЬНА РОБОТА | | і 55 Готуємося до ДПА 


(підсумкова) Відповіді та інший варіант роботи 
Варіант 1 Довідковий матеріал 5-9 класів 
1 Укажіть нерівність, яка є правильною, якщо Т 


з: А і х+ 
а — будь-яке дійсне число. 5 Знайдіть нулі функції у Е, 


сосссссовсововсовсововововсововововсовсовововсововоссовововового 
сосссовсссввввовсвввоввововсвввввввсвсввввввсвовввсввсвввсввововоооо 


: Зазда а-8»а-2 2+а>8+а 8-а>2-а у; "а ==) 


сосососововововсовсовововсовововсовсовсовововсововссововсововогво 
оосссоовововвововововововововвовсоввововововововововововог 


6 На рисунку зображено графік функції 
у -7(х). Укажіть функцію, графік якої про- 
ходить через точку М. 


2 Відомо, що 3<а<8 1 1<р<2. Оцініть зна- 
чення виразу а-Р. 


у= 4114-х. 


оосссововввовововововововововововововововввововововового 


4 Знайдіть область значень функції угс-/ (а 
графік якої зображено на рисунку. 7 Знайдіть точку перетину графіка функції 
у=8-2х з віссю Оу. 


ОС КЕТІ 1 ео 
А Б В Г 
(0; 4) (40) (0; 8) (8; 0) 
а! з» 
1 є 8 Розв'яжіть нерівність 81-х? >0. 
А В В Ш А Б В г 
і. [25] [26] [27] 185] |: (ә) (6+) (-=;-9)0(9+) (-9,9) 


. 
ооссссосовововововововововововововововововововововововом 1 1 оссссвсвововововововововововововввввововововеовововововог 


оооооое 


оооооее 


еоооооооооое 


СІРКОЮ 


9 Знайдіть третій член геометричної прогресії 
(ь,)» якщо б, -2, б, -6. 


А Б В ІЙ 


; 18 12 10 8 Р 


. е 
осоовосовововововввовововововововсвовввовсововвсвввосвововоо 


10 У кожному класі художньої студії навчаєть- 
ся не менше 7 і не більше 12 учнів. Відомо, 
що зараз у п'яти класах студії разом навча- 
ються т учнів. Укажіть число, яке може 
бути значенням т. 


оссососссввсвсвоввоввововсовововововсовововововссововсовогово 
е е 


• . 
. . 


А Б В Г 


оооовое 


25 80 45 65 


. . 
оосовссоввовсовсввоввввововвввввововввовововововововововово 


11 При якому значенні т система рівнянь 
4х+5у = 8 з й 
179» має безліч розв'язків? 

тх+5у = 8 


соссосссововсовсвсввововсововововсовововоссвсовсвовссввввсовового 
• . 


. е 
. . 


А Б В [Е 
Таких 
значень т т= 4 т= 3 т= 5 
-. не існує " 


. 
оооооооооовоооововооооесвоввосооеововоооосооввоооововоооое е 


оооевооооооо 


12 Обчисліть суму перших 24 натуральних 


чисел. 
А Б В г : 
. 576 600 288 300 | 1 


. . 
сососовсововововсововововововвововсвсововововововововововово 


13 Задано подвійну нерівність -138 « 9 "б <27. 


Знайдіть множину її розв'язків та визначте 
найменший цілий розв'язок. 


14 Знайдіть значення Р, при якому графік ква- 
дратичної функції у= х? +6х+15 проходить 
через точку М(2;3). Запишіть формулу, 
якою задано функцію. Побудуйте графік 
функції та визначте проміжки її зростання 
та спадання. 


Повторення 


15 Два портові крани, працюючи разом, мо- 
жуть розвантажити судно за 2 год 40 хв. 
Якщо перший кран працюватиме 1 год, а по- 
тім його змінить другий кран і працювати- 
ме 2 год, то судно буде розвантажено лише 
наполовину. Нехай перший кран, працюючи 
самостійно, може розвантажити таке судно 
за х год, а другий — за у год. 

1) Складіть систему рівнянь для визначен- 
ня хіу. 


2) Знайдіть х іу. 


16 Повна вартість доставки великогабаритних 
вантажів складається з вартості доставки 
на 1-й поверх будинку та вартості підйому 
вантажу на потрібний поверх. Вартість під- 
йому вантажу на кожен наступний поверх 
перевищує вартість його підйому на попе- 
редній на одну й ту саму величину. Відомо, 
що вартість доставки вантажу на 10-й та 
на 15-й поверхи будинку становить 235 грн 
1310 грн відповідно. 

1) Знайдіть вартість доставки вантажу на 
1-й поверх. 

2) Складіть формулу, за якою обчислюється 
вартість а, (у грн) доставки вантажу на 
п-й поверх. 


17 Розв'яжіть систему нерівностей 
х? -5х-862 0, 
|х |<6. 


18 Визначте середнє значення, моду та медіа- 


ну ряду даних: 
25, 88, -12, 0, 11, - 28, 11, 16. 


Бонусне завдання 
Розв'яжіть графічним способом рівняння 


х? -2х+1=|х+1| у 


ё 


СС Посміхайся майбутньому, і воно по- 
сміхнеться тобі у відповідь. 


Йоко Оно 


КР № 1. 7. 0,4. 8. 411. 9. 1) (- оо; -2)Ц(- 2; 4 о); 


2) графіком функції є пряма у=х-5,х#-2. 
300 300 


10. 1) 2—-——=8; 2) х-20. Бонусне завдан- : 
х . 


хаб 
ня. = -8; хз 2-87; хз--8-МІТ. 


КР № 2.7. -7«20-8х «32. 8. 1) Від 14 до 22 лам- : 
почок; 2) 18 лампочок. Бонусне завдання. Множи- : 
на розв'язків нерівності — полоса, розташована : 


між прямими у=-3 та у- 1. 


КР № 3. 7. хе|-530). 8. хе (-8;17]. 
п 
па--»20, 
9.1) Я ;2) пє(16;30); 3) 13.10. хє[4;17). 
сага 


Бонусне завдання. хє [0; 15). 

КР № 4. 7. 1) 700, о 22-00; 2) [6;10], [14;22]. 
10. 1) Е(у)-| -1; +); 2) х =2, х,=4; 8) у>0, 
якщо хє(- ‹;2)((4; +); у<0, якщо хє(2;4); 


4) функція спадає на проміжку (- ;8]; функція : 


зростає на проміжку |З; оо). Бонусне завдан- : 


ня. Два корені. 


КР № 5. 7. хє[-7;2]. 8. 1) с=3, у= х2 -2х+3; 


2) графіком функції є парабола з вершиною : 


в точці (-1;4), вітки якої спрямовані вниз; 


уУЇ при хє(-•;-1], у} при хє[-1;+•).9.1)3с; 


2) 1є|0;2). 10. хє|-12; -1))(11:12|. Бонусне за- У 


вдання. хе[2-47; 1)0(3; 2+7]. 


КР № 6. 7.813. 8. 18 км/годі 2 км/год. 9. (8;1), 
(-8;-1). 10. (4;3), 
ня. (4;1). 


КР № 7. 7. Так, п-30. 8. –6 1 -2; ај = 42. 


9. 1) 36; 2) 1620. 10. 1) 200; 2) 375. Бонусне за- 5 


-8-- 21 
вдання. Д а. 
1 
КР № 8. 7. 1) 12; 2) 84 хв. 8. 1) 5; 2) в" 9. 1) 3. 


2) на 75 Ус. 10. 2) Так, є, оскільки 4+7+8+1<18. 
Бонусне завдання. 48. 


(8; 4). Бонусне завдан- : 


КР (підсумкова). 18. (-45;55)|; -44. 14. Б--8, 
у= х? -8х+15; графіком функції є парабола 
з вершиною в точці (4; -1), вітки якої напрямле- 
ні вгору; у при хє(–;4], УТ при хє[4; +). 


11 з 

8! 

15.1) 12 У 7 іду х=4, у=8. 16. 1) 100 грн; 
Ет 

х у 2 

2) а, =85+15п. 17. х є(-6; -4|; 18. 7; 11; 11. Бо- 


нусне завдання. ху =0, х, -8. 


РОЗДІЛ 1 
51 


Завдання із зіркою. Всі твердження, крім 5, пра- 
вильні. Маёһ ѓог ѓе. Задача «Подорож Закарпат- 
тям». 1. 1) 19400 грн; 2) 21850 грн; 3) 19350 грн. 
2. А або С. 8. 21 850 грн. Домашнє завдання. 
1. 1) Неправильна; 2) Правильна. 4. Перший юнак 
витратив більше коштів. 
$2 

Завдання із зіркою. Правильні твердження 1, 
2, 4. Самостійна робота 1. 7. 1) 78<46<80,4; 
2) 284<126 <241,2. Маіһ Гог ѓе. Задача «Напис 
на етикетці». 1. 5,94«У «6,06.2.1) 594«У «606. 


2) Ні, недостатньо. Домашнє завдання. 
1. 1) 8<8т<15; 5<8т+2<17; -5<-т<-1; 
-1<4-т<8; 2) –-12<8т<9; -10<8т+2<11; 


-3<-т<4;1<4-т<8;3) 5<71.<8; 10<2 5<3; 
48 <-3т<30; –42<6-3т<36; 4) -8,4<11.<-2,1; 
-8,4<2.-5<-71; 12,6<-3т<20,4; 18,6<6-3т< 


<26,4. 2. 1) 58300<с<6800; 2) 48<10а<51; 
8) 1425<15т<1575; 4) а) Від 14 до 17; б) 14. 
$8 

Завдання із зіркою. Твердження 1, 2, 8, 4 пра- 
вильні. Самостійна робота 2. 7. 1) 150< 5 < 600; 
2) 50<Р<100. Маһ Їог Пғе. Задача «Бу- 
дівництво автозаправок». Точки В, С і р ма- 
ють лежати на одній прямій. Домашнє за- 


вдання. 1. 1) 12<а+6<18; 2) Т«с-5«413; 
8) 18<а+с<25;4) -184-с«-12;5)-12«а-с«-б; 


б) 30<5а<35; Т) -9<-2<-6; 8) 21<5а-2<29. : 


2.1) 8«ас«250; 2) 0,042 «0,25; 3) 008 «7 «2,5; 
4) 8,08<ас+ «252,5; 5) 01<2<0,5; 6) 0,4<2< 


<12,5; Т) 8,4<ас+<<262,5; 8) -49,92«4 5 -ас« 
а ГЫ 


<-37,5.4.1) 0,2<5<0,36; 2)2 км, 12 км; З)а)бпаса- | 


жирів; б) 480 пасажирів; 4) а) Е- 0,2; б) 18 дзвінків. : 


$54 
Завдання із зіркою. Правильні твердження 2, 8, 4, 5. 
Мабь ѓог Ше. Задача «Раціональне харчування». 


1. 340-160п < 600, ні не може. 2. 580-140х «600, 


ні, не може. Домашнє завдання. 1. 1) Так; 2) ні; : 


3) ні; 4) так. 2. 1) | -14|; 2) (8,2; 5,9); 3) | -5;16); 


4) (тазчнов) 3.1)2; 2) 4; 3) 0; 4) розв'язків не іс- = 


нує. 4. 0<50; т<7; 60<2,7; А<3,5; 
$5 


Завдання із зіркою. Всі твердження правильні. 
Самостійна робота 3. 7. 1) 4(х+5)<48; 2) хє 
є{1;2;8; 4; 5;6;71. 8. (- 


машнє завдання. 1. 1) хє(– со; 16|; 2) хе не); 


3) хє(-осо8); 4) хє|1,5;-коо). 2. 1) хє(- оо; 9|; 


2) хе (- о; -20); 3) {1;2;3;4;5;6); 4) 11;2;3;4;5). : 


3.1) хє11;2;8;41; 2) х є (1;2;3;. 
29, 30, 
4) а) 30-25х 4200; б) 6 розваг. 4. 1) х є (18; +); 


.;80}; 3) а) 28, 


2) хє|- =-1), 3) хє(- со; 600]; 4) хє(- оо; Т|. : 


5.1) 17-х>2(5-8х); х»-1,4; 2) -12+7п<бп-1; 
п<11. 6. 1430; 1-80; 95<1<100; 1<200; 


14150; «110. 
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Завдання із зіркою. Твердження 1, 2, 3, 5 пра- : 


вильні. Домашнє завдання. 2. 1) [8;6]0[4;7]=[4;6]; 
[3;6]0[4;7]=[3;7]; 2) (-3;9]0(- 2; 5) 2 (-3; 5); (-8; 91) 


1<10; Е<5. : 


го) 5|; 11543455). Маф ѓог : 
ѓе. Задача «Рентабельність перевезення вантажу». ‹ 
1. а) 228. б) 164. 2. 340 км. 3. Більше ніж 60 км. До- : 


..; 6) 28 квартир; в) 55 квартир; : 


00 =; 5) =(– со; 9]; 3) [-1;3); 4) (6;15].2.1) хє[3;9]; 
2) хє(-2:18); 3) хє(-20;9)|; 4) хє(–70;42]. 
3. 1) [6;+=)0(– =; 5 |=(- =; -5 | бу +); [6; +) П 
0(-=;-5]=0; 2) (- 26/13; +); (- о; 6 П 
П[13; но») 22 ; 3) (- 2о,-0,8)(- со 2014 (со, 20); 
(- оз -0,3)П(- о, 20 -(- =; - 0,3); 
4) [-15;+5)0(-5;37|=(- +) ; [-15;+ е) 
0( =; 37 ]=[-15;37]; 5) [35;+)0(–-;–0,25 |= 
= (– ; –0,25 |0[35; +); | 85) нео) П(- ге; –0,25|=2; 
в) (-=514)0(-8:+=) (+); 
(- =;14)0(-3; +) -(-8:14). 
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Самостійна робота 4. 7. хє[3;7). 8. хє[1; +). 
Завдання із зіркою. Твердження 2, 8, 5 правильні. 
Маһ Гог Те. Задача «Феєрверк». 1. Жовтим. 
2. Червоним. 3. Зеленим і блакитним. Домаш- 


нє завдання. 1. 1) хє(-1;5); 2) хє(6;+); 
3) хє|-9;13|; 4) хє(2;11]. 2. 1) хе|- 7,2); 


2) хе(-17;4|; 3) хє(6;22); 4) хє| 8, 


3.1) х є | -555|; 2) у є(- о; –3)0(8;+); 3) х є(-8;8); 
4) ує(- со -6)|(6;-коо); 5) хє|-5;13|; 6) ує 


(= -18)001:+):7) 6(-16:4):8) ує| ехо 
х<50, 
бічне). 4. 1) а) оно б) 
б 
2) а) 
Зх «890; 
б) х є (10; 20|; 4) (8;32). 


х є|9; 50|; 


80--6х < 200, 


б) (60;180]; З 
( Віа) вда вом 


РОЗДІЛ 2 


8 
Завдання із зіркою. пок ЗОНИ 2, 3, 4, Б правиль- 
ні. Маһ Їог Пе. Задача «Вантажоперевезення». 
1. р(7)=[20;50]. 2. Е(7) = (10001 )4/120011 1114001). 
3. 1400 грн. 4. 1) Ні. 2) Ні. Домашнє завдання. 
1. 1) у(0)-7, у(4)-3, у(з)- 7-8; 2) у(0)--10 


у(-8)--4, 


у(а-64)-10-а ; 4) у(0)- 8, у(-2)--2, у(п-1)- 
=-Зп? +5п+12. 2.1) х--10; 2) х- 7; 3) х-58; 
4) хуо-3, х,=5. 3. 1) 0(є)-(- оо; -1))(- 1; чо»); 


у(а+2)= 29; 3) у(0)-2, у(36)-0, 


2) р(8)=(—=;12]; 3) 


р(&)= [5;8)0(8;+ оо) ; 
4) ”р(6)=(7;16]. 4. 1) Графіком функції є пряма 
у= 2 з виколотою точкою (3; 2); 2) графіком функ- 
ції є пряма у-1-х з виколотою точкою (-1;2); 
3) графіком функції є крива у- Ух з виколотою 
точкою (4;2); 4) графіком функції є крива у=, 
х Є(- оо; 0)((0;1). 
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Завдання із зіркою. Твердження 1, 2, З правиль- 
ні. Май Їог Пе. Задача «Політ на гелікоптері». 


1. 800 м. 1-8 хв; 2. З рази, ц-0 хв, 1-4 хв, 
із -10 хв. 3.1) [0;1,5], [4;5], [7;8]; 2) [1,5;4], [8;10]; 
3) [5;7], 500 м. 4. в(1)- 400, А(2)= 400, А(3)- 200, 
һ(6)= 500, 
7. у<0 при хє(10;+°), у»0 при хє(- =;10). 
8. 1) р(у)=(-3;0)0(0; +); 2) Графіком функ- 


Һ(9)= 500. Самостійна робота 5. 


ції є у= 2, хє(-3;0)0(0; +). Доматінє за- 
вдання. 1. 1) х- 7; 2) х--8, х,=1; 3) х-16; 
4) х=1, хз 0.2.1) у<0 при хє(-2е;5), у» 0 
при х є (5; - оо); 2) у« 0 при хє(12; +), у» 0 при 
х є(-2о;12); 8) у« 0 неіснує, у>0 при хє(- ее; 1)|) 
О(; +оо); 4) у<0 не існує, у>0 при хє[0;+•). 
3.1) а-24; 2) а= 22; 3) а=+0,2; 4) а=+1. 


810 
Самостійна робота 6. 7. 1) 40 °С, 14-00; 2) З 8-00 до 
22-00. Завдання із зіркою. Твердження 2, З правиль- 
ні. Маїһ Їог Пе. Задача «Гоночний автомобіль». 
1. 175 км/год. 2. 1,5 км; 75 км/год. 3. Спочатку 
зменшувалась, а потім збільшувалась; 125 км/год. 
4. 1) Від 0,25 км до 0,875 км; від 1,25 км до 1,5 км; 
від 2,5 км до 2,625 км; 2) від 0,875 км до 0,5 км; 
від 1,5 км до 1,75 км; від 2,625 км до 2,75 км; 
3) від 0 км до 0,25 км; від 0,5 км до 1,25 км; 
від 1,75 км до 2,5 км; від 2,75 км до 3 км. 5. Б. 
Домашнє завдання. 1. 1)014; 2) 0 1 5; 8) 0 1 38; 
4) –1 14; 5) 014; 6) 310; 7) 21 4; 8) -3 і 5. 
3. 1) 60; 2) 80, 3-00; 3) 50, з 12-00; 4) з 00-00 до 
8-00 та з 7-00 до 8-00. 4. 1) 30 грн; 2) у понеділок, 
40 грн; 8) у четвер, 25 грн; 4) у середу. 5. 1) 22 °С; 
2) 24 °С, 10 серпня; 3) 14 °С, 5 серпня; 4) з З по 


6 серпня. 
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Самостійна робота 7. 8. 1 


а=-2, вача» с=1. 


Завдання із зіркою. Твердження 1, З правильні. 


Ма+һ Рог НІе. Задача «Зйомка дикої природи 
з квадрокоптера». 1. 1) Необхідно графік функ- 
ції у=/(х) паралельно перенести на 1 одини- 
цю вправо; 2) необхідно графік функції у= /(х) 
паралельно перенести на 2 одиниці вгору; 
3) необхідно графік функції у-/(х) паралельно 
перенести спочатку на 1 одиницю вліво, а по- 
тім -- на З одиниці вниз; 4) спочатку необхідно 
графік функції у-/(х) паралельно перенести на 
2 одиниці вправо, а потім -- на 1 одиницю вго- 
ру. 2. Над родиною леопардів пройшла траєкто- 
рія третього квадрокоптера. Домашнє завдання. 
1. 1) Графік функції у= х? необхідно паралель- 
но перенести на 4 одиниці вправо уздовж осі Ох; 
2) графік функції у=(х-4)? необхідно симетрич- 
но відобразити відносно осі Ох; 8) графік функції 
у= -(х-4)? необхідно паралельно перенести на 
8 одиниці вгору уздовж осі Оу; 4) для побудови 
графіка функції у=(х+ 5) -1 необхідно графік 
функції у= х? паралельно перенести на 5 оди- 
ниць вліво уздовж осі Ох, а потім графік функції 
у=(х+5)? паралельно перенести на 1 одиницю 


вниз уздовж осі Оу. 2. 1) Графік функції Е. 
х 


необхідно паралельно перенести на З одиниці влі- 


во уздовж осі Ох; 2) графік функції у= 1 са 
х 


обхідно паралельно перенести на 2 одиниці вниз 
уздовж осі Оу; 3) для побудови графіка функції 


у= 2+1 необхідно графік функції у=3 па- 
ралельно перенести на 2 одиниці вправо уздовж 
осі Ох, а потім графік функції у= 2 паралель- 
но перенести на 1 одиницю вгору уздовж осі Оу; 
4) для побудови графіка функції у= 1+8 не- 
обхідно графік функції у= паралельно перене- 
сти на 1 одиницю вправо уздовж осі Ох, а потім 
графік функції у= а паралельно перенести на 
З одиниці вгору уздовж осі Оу. 8. 1) а= -3; 2) а= 5; 
3) а=—2, ь--8;4) а=3, бе с=1.4.1) Е(у)= 
=[-0+9); 2) д=-5, х,=-8; 8) у>0, якщо 
хє (~ го; –5)0(—3;+); 


4) функція зростає на проміжку [-4;+ о); 5) функ- 


у<0, якщо хє(-5;-8); 


ція спадає на проміжку (- го; -4|; 6) -1. 
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Завдання із зіркою. Твердження 1, 2, 4, 5 правиль- 
ні. Самостійна робота 8. 7. 1) Графіком функції 
є парабола з вершиною в точці (2; 8); 2)3 м.8.1)Ьь-6, 
у= х? +6х+8; 2) графіком функції є парабола 
з вершиною в точці (-8;-1), вітки якої спря- 
мовані вгору; у>0 при хе(-2о; -4))(-2; +), 
у<0 при хє(-4;-2). Маі Їог 1іѓе. Задача «Іс- 
торичний фільм». 1. 200 м. 2. 10 м. 3. 100 м, 
висота має бути меншою від 10 м. Доматш- 
нє завдання. 1. 1) (-1;0) -- вершина парабо- 
ли, х=-1 -- вісь симетрії параболи, х--1 -- 
нуль функції, (0;1) — точка перетину параболи 
з віссю Оу; 2) (1;1) — вершина параболи, х=1 — 
вісь симетрії параболи, х -0, хз -2 -- нулі функ- 
ції, (0; 0) — точка перетину параболи з віссю Оу; 
3) (1-4) — вершина параболи, х=1 -- вісь си- 
метрії параболи, х= -1, х=3 -- нулі функції, 
(0;-3) — точка перетину параболи з віссю Оу; 
4) (4; -2) — вершина параболи, х- 4 — вісь симетрії 
параболи, нулів функція не має, (0; -8) — точка пе- 
ретину параболи з віссю Оу. 2.1)Ь-"7, у= х? +7х; 
(8,5; 12,25); Е(џ)=(– =;12,25]; =12,25; уТ 
при хє(-•; 3,5], у} при хє[3,5;+); х =0, 


Утах 


Хг-Т; у<0 при хє(- °;0)0(7; +), у>0 при 
хє(0;7); 2) с=-12, у=х?+4х-12; (-2;-16); 
Е(у)-| 16; +); у. = -16; у при хє(– о; 2], 
уТ при хє[-2; +); х=-6, х,=2; у>0 при 
хє (- со; –6)0(2; +), у<0 при х є(-6;2); 3) Ба-б, 
вої (-8:16);  Е(у)-(- =;16]; 
216; уТЇ при хє(- ; -3|, у | при хє[-3;+ оо); 


у=-х?-6х+7; 
Угах 
х=-7, х=1; у<0 при хє(- %;–7)0(1; +), 
у»0 при хє(-7;1); 4) а=2, Ьь--16, с=40, 
у=2х2-16х+40; (4;8); Е(у)=[8; +); у =8; 
у | при хє(– со;4|, т при хє[4; - со); нулів немає; 
у>0 при хє(- оз о). 3.1) у=-34?+8х. 2) 6) 5м; 
3) а) 84; б) 28800 грн; г) р= 500, 30 000 грн; 
4) б) 1 м; в) так, може. 
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Самостійна робота 9. 7. 1) Через 8,2 с; 2) і є (1;2,2). 
8. хє(-5;38). Завдання із зіркою. Всі тверджен- 
ня правильні. Маһ Ёог 1іѓе. Задача «Моделі 


: 4. 1) 1; 2) -2; 3) -2; 4) 1. 


: рути». 1. 


1 8. Бх-ду-95; х-19+2У. 


: прогнозування». 7<х<8. Домашнє завдання. 


1.1) хє[-2;2]; 2) х є(- оо; 0))(6; кое); 3) хє{4}; 


: 4) хє(-2;5). 2.1) хє | -6;6|; 2) х є(- го; - 1) (16; +); 


3) хє[-2;0]; 4) хеє(- го; оо), 8. 1) хє 


1 1 
1); 
2) х є (-15; - 14|; 3) хє | -5; - 30034 4) х є| -7; - 3). 
5. 1) | 44; 


2) (-2є-8|3чое); 3) ЕЯ 4) Е} 


: 6. 1) (--;0|0[15;+‹); 2) ну Мез): 


3) (- 2-9) (10;-ноо); 4) 34) 7.1) [22]; 


2) {5}; 3) ЕЗ; 4 2. 
$ 14 


1 Завдання із зіркою. Всі твердження правильні. Са- 
: мостійна робота 10. 7. (0;-2) та (3;1). 8. (-1;8), 


(1; 8). Маһ Тог Пғе. Задача «Туристські марш- 
№(0;1) і М(3;4). 2. Маршрут А. 


У З. Група, що подорожує за маршрутом В. Доматтнє 
1 завдання. 1. (-1;1), (1; -1). 2. 1) (-1:0), (-4;-38); 


2) (-251); 3) (30), (451). 3. 1) (6,1), (-65-1); 
2) (-53), | 5; 23); 3) (-1;6), (0-6); 4) (-3), 
(-1;3). 4. 1) (-6;-6); 2) (4;8), (-4-8); 3) |62). 


аб); 4) (82), (-8;-2). 5. 1) т+10; таких 


: значень т не існує; т-10; 2) таких значень т не 
: існує; т+1; т- 1; 3) те--10; таких значень т 


З не існує; т--10;4) т--1ітя»2; т--1; т=2. 
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: Завдання із зіркою. Твердження 1, 8, 4, 5 правиль- 
0 ні, Маїб ѓог Ше. Задача «Вступні іспити». 1. 150 ба- 


і лів та -60 балів. 2. 1) 30-х-у; 2) 5х-ду. 


с 4. 1) х=21, у=5. 
х-у= 5, 
ху=14; 


2) (7;2), (2; 7). 8. 2 год та З год. Домашнє за- 


2) 4 завдання. Самостійна робота 11. 7. 1) | 


: вдання. 1. 1) 2 та 8; 2) (9;5), (-5; - 9); 8) 11 та 3; 
: 4) 8 смі15 см; 60 см2. 2.1) х-9, у=6; 2) хаб, 


у=8; 3) у першому будинку 16 поверхів, на 


кожному поверсі 8 квартир; у другому будин- 
ку 20 поверхів, на кожному поверсі 6 квартир; 


4) 24 студенти; 4 аркуші. 3. 1) х=6, у=5; 
2) х-4, у=6; 3) за 12 годі 24 год; 4)121 16 кон- 
сультацій. 4. 1) х=6, у- 18; 2) х-120, у- 100; 
3) 12 км/год, 4 км/год; 4) 90 км/год, 150 км/год. 
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Завдання із зіркою. Твердження 2, 8, 4 та 5 пра- 
вильні. Маёһ Гог 1іѓе. Задача «Трейлер до ново- 


го фільму». 1. 2. 2. 75 %. 3. 20 %. 4. у= 2. 
5. п=10. Домашнє завдання. 1. 1) жо хат 


хат 2) @=5; с=8; сь--1; 3) а =15; а, =9; 


а= 5; а= 1558; а= 12—+8;0 и =-1; 2; 
у5=418; у, =3Е2-14; у, з =Зт? -18т+138. 
2. 1) 3, 3, 3; 2) 32, 8, 2; 3) 2, 0, –12; 4) 1, 10, 36. 
8.1) Так, п=5; 2) так, п=12; 8) ні; 4) так, п=10. 
4. 1) а) 6; б) 9; 2) а) 3200 грн; б) 800л; 3) а) 8 осіб; 
12 осіб; б) Ап; в) 27 номерів; 4) а) 510 осіб; 


б) 450 А 
) тварин $17 


Самостійна робота 12. 7. п-13. 8. 1) 16; 2) 11. 
Завдання із зіркою. Всі твердження, крім 5, пра- 
вильні. МаїП Гог Ше. Задача «Дзвінки у роумінгу». 
1. 120. 2. 175. 3. Так, правильну. 4. а, =а,, 
а =16. 5. а, -16п. Домашнє завдання. 1.1) д- 38, 
аз-8; 2) 4дФ--5, а, =29; 3) 4д-1,8, аь- 10,8; 
4) д--9, аж У5-225. 2. 1) Так, п=5; 2) ні; 
3) ні; 4) так, п-21. 3.1) х-3, у-8; 2) х=5, 
у=-17; 3) 5; 14; хщ- 113; 4) - 1,3; 3,4; ха -64,5. 
4.1) -4; 2) -7; 3) - 1; 4) - 0,3. 5. 1) 2п+6; 2) бп. 
6. 1) 70; 90; 2) 32; 3) а) 3600 грн; б) а, =4500-– 300л; 
4) а) 18; б) 15; в) а, =12+2п. 
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Маһ Рог Пғе. Задача «Податок на прибуток». 
1. 1030000 грн. 2. у, =970000+30 0002 . 
З. 13980000 грн. 4. 150000 грн. 5. 2097000 грн. 
Самостійна робота 13. 7.1) 15; 2) 810. 8. 1) 27; 2) 117. 
Завдання із зіркою. Всі твердження, крім 5, правиль- 
ні. Домашнє завдання. 1. 1) 270; 2) - 2250; 3) 5, = 


-(Зп-81)п; 21900; 4) саа 535. 
2. 1) -99; 2) 125; 3) 696; 4) 5100. 3. 1) 741; 


2) -1826; 3) 2475; 4) 34 650. 4. 1) 18 зустрічей; 


2) 192 тис. литрів; 3) а) 1550 м; б) 8, = вч А 


15511, 1<0<7, 


4) а) 25 м.; б) 70 м; в) 8, = 

175+40(п 7), п28. 
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Завдання із зіркою. Лише твердження 1, 2, 3 пра- 
вильні. Самостійна робота 14. 7. 1) аг «3; 2) а =0, 
аз 9. 8. 1) 121000; 2) Б, «100000-(1,1)". Маі 
Рог іе. Задача «Населення міста». 1. 160-1,032. 
2. 160-1,03". 3. 1601,03" 2200. Домашнє завдан- 
ня. 1.1) 36; 2) 45; 3) 192; 4) 48. 2. 1) 14, 28, 56, 112; 


2) 12, 6, 3, 2; 3) І, 3, 12, 48; 4) 125, 25, 5, 1. 
3. 1) 147, 21,3, 2; 2) 2, 2.3, 6, 6.3; 3) -2, 3, 


-8, 6, - 12, 24; 4) -4, 42, -8, 8/2, -16, 16.9. 
4. 1) 1; 3; 5; 2) 3; 6; 9; 3) 9; 20; 31; 4) 10; 15; 20. 


5. 1) 78 000 телеглядачів; 2) 192 програми; З) 64 бак- 
п-1 
терії; 4) а) 225 м?; б) Б, 10|) ; 
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Самостійна робота 15. 7. 1) 5,-1,5; 2) п-4. 
8.1) 8, 21000-1,5" 1; 2) 8, - 2000(1,5" -1). ма 
Ғог Пе. Стрибки з парашутом. 1. 12 парашу- 
тистів. 2. зна, 3. 93. Завдання із зіркою. 


Всі твердження правильні. Домашнє завдання. 
1.1) 8, -10(1-0,3");2) 8, - 5(1-(-19)");3) 8, - 310; 


в, =з20|1-1) У затв ча 0 ЕЕ --190; 


3, 7 9(1-(-3))5 Зка 29(1--8-(-8)7). 2. 1) п=3; 
2) п=7; 3) п=4; 4) п=5. 3. 1) 3, 7677-01); 
2) 5, 1-0-1) ) 3) 93 або 33; 4) 242 або 122. 


4. 1) 600; 2) 252; 3) а) 1107; б) 1599; 4) а) 1,445; 
б) 100000. 5. 1) 2-; 2) 27; 3у 6; 4) 0,05. 
33 80 


РОЗДІЛ 4 
8 21 
Завдання із зіркою. Твердження 1, 2, 3, 5 правиль- 
ні. Самостійна робота 16. 7. 1) 85 тис. — 55 тис. 


зі звичайним елементом живлення і 30 тис. з со- 
нячною батареєю; 2) на 150 %. 8. 1) у 2024 р.; 
2) у 2022 р. Домашнє завдання. 5. 1) а) Вчителі, 
яким менше 30 років; б) 56 %; в) так; 2) а) у жов- 
тні; б) у листопаді та січні; в) трьох; г) на 1200 грн; 
д) на 4100 грн; 3) а) на користування Інтернетом; 
б) 30 хв; в) 100 хв; г) 150 хв; д) на 200 %. 6. 1) а) се- 
реднє 4; мода 1; медіана 3; б) середнє 4; мода 2; 
медіана 4; в) середнє 2; мода 5; медіана 1,5; г) се- 
реднє - 14; моди немає; медіана -14; 2) б) серед- 
нє 3,2; мода 3; медіана 3; в) ні, не буде; З) а) 740; 
б) мода 650; медіана 700; в) так. 


5 22 


Маїр ѓог Те. Задача «Подорож Київ -- Токіо». 
1) 8 варіантів; 2) 15 варіантів; 3) 23 варіанти; 
4) 529 варіантів. Завдання із зіркою. Тверджен- 
ня 2, 314 правильні. Домаштнє завдання. 1. 1) 16; 
2) 10; 3) 10; 4) 20. 2. 1) 13; 2) 11; 3) 44; 4) 12. 


3. 1) 20 способів; 2) 180; 3) 12; 4) а) 6; б) 12; в) 36. 
4. 1) 41-24; 2) 6!=720; 3) 119 (кількість пере- 
становок 5 літер дорівнює 5!=120, але початкове 
слово не можна вважати варіантом шифру, тому 
відповідь 119);4) а) 5!=120; б) 4!=24. 5. 1) а) 22; 
б) 120; 2) 48; 3) а) 3; б) 3; в) 9; г) 6; 4) 120; 5) а) 52; 
б) 90. 6.12.7.1)62; 2) 30; ні; так. 8. 14. 


5 23 


Завдання із зіркою. Твердження 1, 2, 4, 5 пра- 

вильні. Маёһ Ёог ѓе. Задача «Вибір стратегії». 

1. 36. 2. Для події А: (5;6), (6,5); для події В: 

(6; 6); р(д)= 2; Р(в)=- 1. 4. Е 5. Автомо- 
86 86 86 

біль з номером 7. 6. Автомобіль з номером 1. 

7. Автомобіль з номером 10. Самостійна робота 17. 


7.1) 2, 2) > 8. 1) 26; 2) 314. Домашнє завдання. 
1 1 1 8 

2.1) ГЭ. 2) РЕ 8) 0; 4) 1. 8. 1) а) 4 б) і. 2) а) 0,2; 

б) 0,8; в) 0; г) 1; 3) а) 2; б) 40; 4) а) 0,05; б) 0,15; 


в) 0; г) 0,95. 4. 1) 0,19; 2) 25; 3) а) 22; б) 88; 4) а) 0,6; 
б) 0,15; 0,25; в) 60 %; г) 250. 


А 


Арифметична прогресія 223 

В 

Властивості арифметичної прогресії 226 
-- геометричної прогресії 250, 251 

-- функції у= ах? +0х +с 152, 176 

г 

Геометрична прогресія 248 

Графік квадратичної функції 149 

З 

Знаменник геометричної прогресії 248 
Зростання і спадання функції 118 

й 

Ймовірність випадкової події 321 

К 

Координати вершини параболи 149, 151 
Л 

Лінійна нерівність з однією змінною 58 
М 

Медіана 290 

Метод інтервалів 166 

Мода 291 

Н 

Найбільше та найменше значення 
функції 120 


Нерівність 16 
Нулі функції 109 


о 


Область визначення функції 99 


п 
Перетворення графіків функцій 131, 133, 134 
Проміжки знакосталості функції 110 


Р 

Різниця арифметичної прогресії 224 
Розв'язок нерівності з однією змінною 46 
-- системи нерівностей з однією змінною 78 
-- системи рівнянь із двома змінними 179 


Ф 

Формула п-го члена арифметичної прогресії 225 
-- — — геометричної прогресії 250 

-- -- — числової послідовності 215 

Формули суми перших п членів арифметичної 
прогресії 239 

він боро геометричної прогресії 262 
Функція 99 


Ч 


Числова послідовність 213, 214 
Числовий проміжок 47, 49 


|; 


Тексти і задачі для мотивації навчальної діяльності 

Приклади з покроковим розв'язанням, алгоритми дій 
Тренувальні вправи, різнорівневі завдання зростаючої складності 
Задачі практичного змісту, логічні задачі 

Домашні завдання з порадами щодо виконання 

Завдання для самоконтролю з інтернет-підтримкою 

Тематичне узагальнення і систематизація матеріалу 


Приклади використання комп'ютерних програм для побудов 
та обчислень 


Корисні пам'ятки та підказки, цікаві факти та інтернет-посилання 


здійснити інтерактивне онлайн-тестування за кожною темою 


розглянути алгоритми виконання обчислень і побудов 
за допомогою комп'ютера 


ознайомитися з додатковими відомостями, пов'язаними 
зі змістом параграфів 


)В-кодом 
або посиланням 
гпК.сот.иа/100739 


